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5.1. Introducere 

în contextul revoluţiei actuale a informaticii, calculatorul se 
recomandă ca un instrument valoros tn activitatea de cercetare şi în 
particular tn cercetarea matematică cu aplicabilitate tn ştiinţă şi tehnică. 
In special, grafica interactivă pe calculator aduce noi informaţii mai dificil 
de obţinut pe cale pur abstractă. 

Descrierea obiectelor geometrice cu forme complexe necesită o 
anumită reprezentare tn scopul recunoaşterii şi identificării formelor 
uzuale cu care este obişnuit tn realitate omul. Acest lucru a scos în 
evidenţă problema stocării în memoria calculatorului electronic a 
imaginilor obiectelor cu forme geometrice complexe. 

După cum se ştie, omul are o anumită capacitate de analiză a 
imaginilor, imagini care cu greu pot fi reprezentate pe un calculator 
electron~c. Această reprezentare este dificilă deoarece trebuie precizate 
relaţiile matematice necesare descrierii şi identificării obiectelor cu forme 
geometrice complexe. Prin dezvoltarea graficii computerizate s-au 
rezolvat multe din problemele privind această reprezentare. 

Modelarea matematică ce şi-a propus descrierea unor fenomene sau 
obiecte reale cu structură periodică a impus reprezentarea unor elemente 
centrale la diferite scări succesive, şi a dus în cele din urmă la dezvoltarea 
deosebită a aşa-numitei teorii a fractalilor. 

Prin intermediul graficii computerizate a fost revitalizat un domeniu 
vechi de peste un secol, şi anume, iterarea funcţiilor complexe care 
modelează diverse procese şi sisteme dinamice tnttlnite în fizică, biologie, 
medicină etc. Folosind rezultate din domeniul ştiinţei calculatoarelor, 
grafica interactivă pe calculator aduce noi informaţii privind descrierea şi 
identificarea obiectelor geometrice complexe. 

Problema determinării unor relaţii matematice pentru descrierea 
unor forme geometrice complexe este foarte veche. Ca exemplu, se poate 
aminti problema analizată de matematicianul suedez HERGE von KOCH 
care tn anul 1904 a enunţat următoarea construcţie geometrică (forma 
geometrică cunoscută sub numele de „curba lui .KOCH" cu proprietatea 

-----------------------------3 
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că are o lungime infinită şi delimitează o suprafaţă de arie finită): 
e se pleacă de la un triunghi echilateral cu latura avînd o lungime 

finită; 

• fiecare latură se împarte în 3 părţi egale, segmentul din mijloc se 
elimină şi se înlocuieşte cu un unghi ale cărui laturi sînt formate 
din două segmente de lungime egală cu segmentul eliminat; 

• pentru fiecare segment al figurii obţinute se repetă opera\ia 
anterioară; 

• dacă se repetă acest proces, se obţine o linie poligonală închisă cu 
latura de lungime din ce în ce mai mică. 

Se poate observa că după fiecare iteraţie iungimea curbei creşte, la 
limită aceasta tinde la infinit, dar suprafaţa delimitată de această linie 
poligonală are arie finită (vezi fig. 5-1). 

Construcţia este perfect regulată şi după fiecare trecere de la un nivel 
la altul, numărul de unghiuri creşte, de asemenea numărul de laturi ale 
liniei poligonale şi lungimea totală a curhci cresc, dar lungimile laturilor 
se micşorează şi toate acestea într-un raport constant. 

Figura 5-1. 

Se poate observa că un astfel de raport există între toate obiectele 
geometrice de aceeaşi formă cînd dimensiunile lor cresc. 

De exemplu, dacă se dublează lungimea unui segment de dreaptă, 
atunci lungimea lui creşte de 2 ori, dacă se dublează latura unui pătrat, 
atunci aria suprafeţei lui creşte de 4 ori, dacă se dublează latura unui cub, 
atunci volumul lui creşte de 8 ori. 

Prin urmare, am considerat trei obiecte geometrice în R, R2 şi 
respectiv R3 şi am observat că relaţia matematică evidenţiată depinde de 
numărul de dimensiuni ale obiectului, şi anume dimensiunea 1 pentru un 
segment de dreaptă din R, dimensiunea_ 2 pentru o suprafaţă din R2 şi 
dimensiunea 3 pentru un corp din R3• 

4-----------------------------
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Pentru curba lui KOCH să notăm cu l(n), n=0,1,2, ... lungimea curbei 

la iteraţia n. Daci p = l(O) reprezintă perimetrul triunghiului echilateral şi 
făctnd observaţia ci tn procesul de construcţie fiecare laturi se împarte tn 
3 părţi egale şi se transformi într-o linie formată din 4 segmente, atunci, 
evident, avem: 

l(n) =p(~r,n = 0,1,2, ... 

liml(n) = 00 
n„oo 

Pentru realizarea construcţiei geometrice, se disting următoarele 
elemente: 

iniţiator 

n=O 

_/\_ 
generator 

n=l 
• s = factorul de scară, 
• t = factorul de descompunere 
• D = dimensiunea fractali, unde 

(Vsf = t o D = Igl1va) 

nucleu 

Pentru cazul particular prezentat, avem s = 11.J, t = 4 şi dimensiunea 

fractali D = ff; = 1,2619 

Prin urmare, în cazul curbei KOCH prezentat mai sus, lungimea 
curbei se măreşte după fiecare iteraţie de ½ ori, avtnd o lege proprie de 
creştere, determinată de principiul de construcţie. Forma geometrici 
obţinută este o construcţie geometrici cuprinsă intre o curbă şi o suprafaţă 
căreia i se poate asocia numărul fracţionar Ig41g3 ce reprezintă 
dimensiunea fractali. ·Pentru alte construcţii geometrice, cele trei 
elemente (iniţiator, gener=re-:ot li alt□plu: 

unde: 

Iniţiator 

n=O 
generator 

n=l 

1 .!!! s = 4, t = 8, D = 1g4 = 1,5 

nucleu 

-----------------------------s 
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Şi astfel se va obţine o altă construcţie geometrică. 
Noţiunea de dimensiune fractali a fost introdusă tn anul 1919 de 

matematicianul HAUSDORFF. Pornind de la această modelare 
matematică s-au putut reprezenta matematic forme geometrice deosebit 
de complexe. Deoarece, tn reprezentarea fractali forma obiectului se 
obţine printr-o repetare a unui nucleu central, memoria utilizată de 
calculator pentru stocarea imaginilor respective este deosebit de redusă, 
tn schimb stnt disponibile relaţiile matematice cu care se poate rC?cunoaşte 
un obiect sub diferite forme. De exemplu, spaţiul de memorf,.e necesar 
pentru unele reprezentări poate fi de 100, 1000, ... ori mai mic. 

Viaţa însăşi, sub diferitele ei forme este generată pe baza 
informaţiilor genetice conţinute tn nucleu prin repetarea la diferite scări 
a celulelor sau a structurilor celulare. De aici se deduce uşor ctt de 
importantă este teoria fractalilor, nu numai pentru reprezentarea unor 
forme geometrice prin relaţii matematice, dar mai ales pentru înţelegerea 
şi studierea fenomenelor şi proceselor fizice.Descrierea acestor fenomene 
şi procese din realitatea fizică este mult mai fidelă şi mai apropiată de 
fenomenul fizic real dacă este utilizată modelarea matematică prin teoria 
fractalilor. 

Studii şi rezultate importante s-au obţinut tn domeniul sistemelor 
dinamice prin contribuţii de excepţie referitoare la procese de fnrma: 

Z.+1 = f(Zn), Zo dat şi 

Z,. e C (planul complex) 

Contribuţii importante în acest domeniu au fost aduse de GASTON 
JULIA ( 1893 -1978) şi PIERRE FATOU ( 1878-1929), BENOIT B. 
MANDELBROT, DENNIS SULLIVAN, ANDRIEN DOUAY, ROBERT 
L. DEVANEY şi JOHN HAMAL HUBBARD, HERMANN WEYL şi 
CARL LUDWIG SIEGEL. 

5.2. Aproximaţii de fractali 

O clasă specială de fractali este dată de fractalii obţinuţi prin 
construcţie matematică şi prin utilizarea graficii computerizate. Această 
clasă de mulţimi se numeşte clasa mulţimilor autoasemenea (similare). 

În 1977, MANDELBROT a construit astfel de mulţimi pentru un 
proces iterativ utilizînd un poligon. In 1981, HUTCHINSON a generalizat 
această construcţie pentru curbe. 

6----------------------------



--------------------- Aprmimaţiidefractali 

5.2.1. Aproximarea mulţimilor compacte 

în Rn se consideră o contracţie S, adică 

I S(x) - S(y) I S c Ix -y I, V x,y ERn, 0< c <1. 

Valoarea minimă pentru c care verifică inegalitatea amintită se 
numeşte raţia contracţiei. O mulţime compactă E cRn este invariantă 
pentru o mulţime finită de contracţii din Rn, s• = { Si, S2, ... ,Sm} dacă avem: 

m 

E = US;(E) 
i=l 

O contracţie se numeşte rigidă dacă avem: 

IS(x) - S()')I = r· Ix -yl, V x,y eR" şi 0<r<l. 

Distanţa de la un punct x din R" la o mulţime E din R" este dată de 

d(x,E)=inf{lx-yl I yEE}, 

iar metrica HAUSDORFF d tntre doul mulţimi nevide din R" este dată de 

d(E,F) = sup {d (.t,F),d C,,E)I z eE,y EF}. 

Spaţiul tuturor mul\imilor compacte din Ii' este un spaţiu metric H 
cu metrica c5. Fie aplica\ia: 

RI 

S:E„US1(E) 
l•l 

ce reprezinll o coalrac\io a lui U. Punctul fix al lui S, notat K este o 
mulţime invarianll pcatru mul\imca de contracţii {S;li=l,m}. Familia 
{S,li=l,m} se numqte familia generatoare pentru mulţimea K. 

Teoreml: Fie s• = {S1_.s'2. ... .Sm} o familie finilll de contracţii din Rn; atunci 
ui1tiJ o uniciJ malfime compactli K astfel că avem: 

m 
K = S (K) = U S; (K) 

i=l 

Altfel spus, dacă F este un compact nevid din Rn, atunci iteratele 
si(F) converg la K tn metrica HAUSDORFF pentru j -+oo. 

Evident, pentru un punct izolat x, iteratele si(x) converg la K în 

metrica HAUSDORFF şi si(x) are cel mult ni elemente. În practică, 
trebuie glsită familia de contracţii care generează pe K şi trebuie să se 
reprezinte grafic K prin plotarea iteratelor si(x) de la un moment dat (de 
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exemplu, de la iterata 1000). Problema complicată este cum ,sll se 
determine contracţiile care generează pe K. 

Dacă mulţimea K este invariantă pentru familia de contracţii 
{S;li=l,m}, iar {r;li=l,m} reprezintă mulţimea raţiilor acestor contracţii, 
atunci dimensiunea de autoasemănare (similitudine) a lui K este unicul 
număr pozitiv s astfel ca 

m 

}:tl=l 
1=1 

Daci H' (S; (E)n Sj (E)) =O, i;!j, atunci K se numeşte mulţime 

autoasemenea, unde H' este s-măsura HAUSDORFF. Autoasemllnarea 
reprezintă compunerea dintre o translaţie şi o omotetie. 

00 

DacăECR0 şiECUU; ,unde0< IU;I =<d,Vi=l,2,3, ... vom 
i=l 

spune că familia {U;li=l,2,. .. } este d-acoperirea lui E, unde d>0. 
Pentru d >0, se defineşte 

00 

H'(E) = inf~IU;l 8 , 

unde infimumul se consideră pentru orice d-acoperire {U;li = 1,2,. .. } a lui 
E. Am notat prin I Ul diametrul lui U, adică 

IUi =sup{ lx-yl lx,yEU}. 

Se defineşte s-măsura HAUSDORFF a lui E, numărul 

H(E) = lim H'(E) 
c, .. o 

Dimensiunea HAUSDORFF a lui -E se defineşte prin numărul 

dim(E) = inf {s I H'(E) = O}. 

Teoremi: DaclJ K este mulţime autoasemenea, atunci dimensiunea 
HAUSDORFF a lui K este identiclJ cu dimensiunea de autoasemlJnare 
a luiK. 

Exemplul 1: 

Mulţimea lui CANTOR este obţinută din mulţimea compactl 

invariantă pentru contracţiile {S1, S2}, unde S1(x) = j, S2~) = ~­

Evident, raţiile acestor contracţii sînt r1 = r2 = VJ şi astfel dimensiunea de 
asemlnare s verifică relaţia 2( VJ) s = 1, adică s = lg7,183. 
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---------------------- Aproximaţii de fractali 

Exemplul 2: 
Clasica curbă KOCH este generată de patru omotetii care au raţiile 

egale cu 113. Conform teoremei, dimensiunea HAUSD9RFF este egală cu 

s = ~=; = l,261~ deoarece r 1 = r2 = r3 = r4 = j, iar generatorul are forma: 

Exemplul 3: 
Curba lui KOCH corespunzătoare unui pătrat (nucleul este un 

pătrat) este generată de opt omotetii ce au raţiile contracţiilor egale cu 

J/4. Prin urmare, dimensiunea HAUSDORFF este egală cu s = ~:~ = 1,5, 

deoarece r1 = r2 = ... = r8 = ¼, iar generatorul are forma: 

I I, 
Exemplul 4: 

Curba PEANO este generată de nouă omotetii ce au raţiile 
contracţiilor egale cu ½. Prin urmare, dimensiunea HUSDORFF este 

!&2 . 1 
egală cu s = lg"3" = 2, deoarece r1 = r2 = ... = r9 = 3, iar generatorul are 

forma: 
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5.3. Mulţimile JULIA ,1 proprietăţile lor 

Să considerăm tn planul complex următorul proces recursiv: 

Zn+l = f(Zn) = z;+c, cu/:C ➔C, Zo,c E C, n E N. 

În ciuda formei sale algebrice foarte simple, acest proces prezintă o 
dinamică extrem de sofisticată, uneori haotică. 

Dacă, pentru tnceput, c=0, stnt posibile trei situaţii pentru şirul (Zn): 
• dacă IZol < 1, atunci IZnl ➔ O şi spunem că O se numeşte atractor 

al procesului. 
• dacă I Zoi > 1, atunci IZn I ➔ oo şi spunem că oo se numeşte atractor 

al procesului. 
• dacă IZol = 1, atunci IZnl = 1, pentru orice n E N; şirul are deci 

termenii situaţi pe frontiera dintre două domenii de atracţie, tn 
cazul nostru cercul-unitate. 

Cercul unitate este cel mai simplu exemplu de mulţime JULIA. Dacă 
modificăm c, lutnd de exemplu c = -0,12375+ 0,56508i, O nu mai rămîne 
atractor interior, iar frontiera dintre domeniile de atracţie devine foarte 
neregulată, după cum specifică B. MANDELBROT, o „structură fractali". 

Proprietatea ei remarcabilă este autoasemănarea (proprietate de 
hologramă). Aceeaşi formă poate fi găsită în alt loc la o altă mărime. 

Vom nota prin C = C U { oo} spaţiul complex extins ~i vom considera 
în acest spaţiu o funcţie raţională R (z), undez ec. 

Fie R (z) = ~ ~~ o funcţie raţională în planul complex extins, unde 

P, Q e C [X1 P, Q fiind prime între ele, iar gradul lui R este 
d= grad(R)=max {grad (P ), grad (Q )}. 

Preimaglnea lui z prin R, o vom nota prin R-1(z) = {vECIR (v) = z }. 
Vom nota prin ~(z) = (R 0R 0 •• • 0R )(z), n E N, corn punerea 

făcîndu-se de nori, iar prin R-n(z) = (R- 1t(z) ,n EN. 
Într-un anumit sens, mulţimea JULIA notată prin Jr este mulţimea 

punctelor „excepţionale" pentru iteraţia lui R, şi anume pentru ~(z). 
Complementara lui Jr se numeşte mulţimea FATOU şi se notează Fr= C\Jr. 

Pentru Z0ec dat, considerăm procesul recursiv Zn+t = R (Zn), n EN 
ce defineşte un şir de puncte din spaţiul complex extins. 

DEFINIŢII: 

a) Pentru ZoEC, Or+ (Zo) = { Zn ln EN } se numeşte orbită directi 
a lui Zo-
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------------------ Mulţimile JULIA fi proprieliţilelor 

b) Pentru ZoEC, Or-(Zo) = {R-k(Zo) Ike N} se numeşte orbiti 
inversă a lui Zo. 

c) Pentru or+(Zo) finită, adică dacă există ne N, cu Zn = Zo, orbita 
se numeşte ciclu sau orbită periodică de perioadă n, iar punctul Zo punct 
periodic. 

d) Dacă or+(Zo) este orbită periodică de perioada n, atunci pentru 

orice Z e or+(Zo), ,l = R'(Z) este o constantă, numitl valoare proprie a 
lui Zo-

e) Un punct periodic se numeşte: 

atractiv o O< l..1.1 < 1 
indiferent o 1..1. I = 1 
superatractiv o ,l = O 
repulsiv o l..1.1 > 1 

f) Dacă Zo este un punct fix atractiv al lui R, deci R (Zo) = Zo, se 
numeşte bazinul de atracţie al lui Zo, mulţimea 

A(Zo) = {z e C I ~ (Zo) ➔ Zo cînd k ➔ co}. A(Zo) colectează toate 
punctele ale căror orbite directe aproximează pe Z0• Dacă y este un ciclu 

atractiv de perioadă n, atunci fiecare din punctele fixe ~(Zo). i=O, 1, 2, ... , 
n-1 ale lui R are bazinul său de atracţie, iar A(y) este de fapt reuniunea 
acestor bazine. 

g) Fie P mulţimea tuturor punctelor repulsive. G. JULIA a definit 
mulţimea Jr (multime~ JULIA) ca fiind Jr=P', unde P' este mulţimea 
derivată a lui P. 1ntr-un anumit sens; mulţimea JULIA este mulţimea 
punctelor excepţionale ale iteratelor lui R. 

5.3.1. Proprietăţi fundamentale ale mulţimii JULIA 

a). P este densă în Jr. 
b). Jr' ;! 0 şi este nenumărabilă. 
c). Mulţimile Julia corespunzătoare lui R şi lui ~, k = 1, 2 ... , sînt 

identice. 
d). R(Jr) =Jr= R-1(Jr). 
e). Pentru orice z e Jr, orbita inversă or-(z) este densă în Jr. 

Dimensiunea HAUSDORFF a mulţimii JULIA 

Fie X o mulţime a unui spaţiu metric şi fie d>O. Definim d-măsura 
exterioară a mulţimii X ca fiind: 
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------------------ Mulţimile JULIA şi proprietăţile lor 

111d (X)= 1im inf J~ (diamS;l I X~ US;, J finită, 
,~o }el iei 

unde S; sînt bile cu diam S; < e } 

llld(X) depinde de alegerea lui d, putînd fi finită sau infinită. 
În 1919, matematicianul HAUSDORFF demonstrează că există un 

unic d = d • astfel încît md(X) trece de la valoarea infinită la valoare finită, 
ctnd d creşte. Dimensiunea Hausdorff a mulţimii X se defineşte astfel: 

h(X) = sup { d E R+ I md (X) = oo } 

Intuitiv, h(X) mlsoarl mărimea numlrului de mulţimi de diametre 
mai mici dectt e necesare pentru a acoperi pe X, cînd e ... o. O mulţime se 
numeşte fractal, daci dimensiunea sa Hausdorff h(X) nu este număr 
întreg. 

Mulţimile JULIA sînt fractali. Mai mult, pentru Ici <1 şi 

f(z) =z2+c,h(lc) = 1 + 4 l~!2, unde Jc este mulţimea JULIA 

corespunzatoare funcţiei f(z). 
Pentru c mic, Jc este o curbă Jordan. Deşi mulţimile JULIA stnt de 

naturi tipic fractală, aproape nimic nu este cunoscut despre dimensiunea 
lor HAUSDORFF. 

O dezvoltare a acestei problematici se află în [2). 

5.3.2. Metoda BSM (Boundary Scanning Method) pentr\l 
reprezentarea grafică a mulţimilor JULIA 

Metoda BSM reprezintă metoda analizei frontierelor tn scopul 
reprezentării cu ajutorul calculatorului electronic a mulţimilor JULIA. 
Daci a este un punct fix atractiv, IR'(a)I <1, R(a) = a, iar A(a) este 
bazinul său de atracţie, atunci Jr= iJA(a). Fie o mulţime norml Lo(a) 
astfel incit a e Lo (a) ~ A(a). 

Definim mulţimile de nivel de atracţie egali în A(a) în raport cu 
mulţimea normă L0(a), ca fiind 

Lt(a) = { z I R'(z) E Lo(a) şi R2 (z) <t Lo(a) pentru 1 < k}. k = 1,2, ... 

În general, vom alege Lo(a) = { z I Iz - a I s e} sau, dacă a = oo, 

Lo(oo) = {z I lzl 2:: l/4} pentru O<e«l. Astfel, fiecare z e Lk(a) primeşte 
un indice k reprezentind o culoare. Gradul de colorare ilustrează dinamica 
distanţei la acel centru, mulţimea JULIA avtnd distanţa infinitl, deoarece 
a4 ... Jr, cînd k ... <». 

în experienţele noastre am ales mulţimea-normă 

Lo( 00) = { c I Ici >l/4} pentru O<e«l. 

--------------------------- 13 



APLICAŢII ÎN IBORIAFRACTALILOR ----------------

Mulţimi G. JULIA 
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------------------- MullimealuiMANDELBROT 

Mulţimea-normă Lo poate fi aleasă arbitrar. În particular, putem 
considera Lo ca o reuniune de mulţimi disjuncte, ceea ce induce o 
descompunere corespunzltoare a fiecărei mulţimi de nivel 4. Aceste 
descompuneri se numesc descompuneri m-adice. Cu cit frontierele 
mulţimilor de nivel 4 sînt mai depărtate de mulţimea Julia sau de 
atractori, cu attt conturul lor este mai neregulat. 

Datorită rezoluţiei relativ slabe a echipamentului cu care se lucrează, 
unele mulţimi de nivel nu se mai disting, prezenttndu-se sub formă de 
puncte izolate. De aici, rezultă cil respectivele curbe de nivel stnt foarte 
neregulate, aproape haotice. Pe monitoarele de la calculatoarele personale 
IBM-PC, unde rezoluţia este mai mare, se pot obţine repru.entlri grafice 
deosebite. 

Mulţimile JULIA neconexe se consideri mulţimi de tip CANTOR: 
au măsura LEBESGUE zero, sint nenumărabile, stnt mulţimi derivate, nu 
conţin discuri deschise, dimensiunea lor HAUSDORFF nu e numlr lntreg. 

O altl metodă de generare a mulţimilor JULIA fOlOleŞte a patra 
proprietate fundamentali a mulţimilor Julia. Rcprezentlnd 1rafic 
mulţimile Jr'= {z e CI 3k :s n cuRn(z) •!'}, unde :re Jr este un punct 
periodic repulsiv fixat, deducem ci pentru un n 1ufldcnt de mare vom 
obţine un bun desen al lui Jr. 

5.4. MuHlmea lui MANDELBROT • 

Conform teoriei lui JUIJA fi PATOU, mulţimile JULIA pot fi sau 
nu conexe, tn ultimul cu ftiDd mulţilllf de tip CANTOR. 

Mul\imca MANDBLBROT, notatl cu M, asociatl funcţiei 

f(z) = z2 + c, eu Jr• le Cite c1erm1t1 prin M = { c e C I le este conexă }. 

Nod111Pc(r) •z2 +c,z.c e C; conform lui JULIA şi FATOU, le este 
c::oned dld fi numai daci O f A(•), deci: 

li - { C e C I tco) .,. CIi clnd k „ CIi }. 

Aaalll caracterizare se poate aplica pentru studii numerice. 

5.4.1. Praplt9llp fundamentale ale mulţimii MANDELBROT 

■) li Cite o mulţime conexă. Nu se cunoaşte daci M este local conexă. 
b) M C { c E CI Ici :s 2}; c = -2 E M; estimarea nu poate fi 

lmbultlţitl. 
e) Spre deosebire de mulţimile JULIA, mulţimile MANDELBROT 

nu posedl proprietatea de autoasemănare. Copii reduse ale mulţimii 
MANDELBROT sînt legate de mulţimea mare prin nişte filamente al 
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Mulţimea B. MANDELBROT 

Mulţimea G. JULIA 
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------------------- Mulţimea lui MANDELBROT 

căror aspect depinde de poziţia copiilor. 
d) Mulţimea MANDELBROT este fracti!lâ, 

5.4.2. Clasificarea lui SULLIVAN a structurilor de multiml JULIA 
' 

a) Dacă c este în interiorul corpului principal al mulţimii 
MANDELBROT, care are forma unei cardioide, mulţimea JULIA se 
prezintă ca un cerc deformat fractal în jurul unui punct fix atractiv. 

b) Dacă c este în interiorul unui „mugure" al mulţimii 
MANDELBROT, mullimea JULIA constă dintr-o multime infinită de 
cercuri deformate fract~l în jurul unui atractor periodic ş{ a preimaginilor 
lui. 

c) Dacă c este în punctul de germinaţie al unui mugur, avem 
aşa-numitul caz parabolic: frontiera se prezintă asemeni unor circei care 
se îmbogă\esc spre margine în raport cu un atractor stabil. 

d) Dacă c este pe frontiera cardioidei sau a unui mugur avem cazul 
numit discurile lui SIEGEL, în interiorul regiunii limitate de mulţimea 
JULIA găsim cercuri invariante în jurul punctelor fixe. 

e) Cazul numit inelele lui IIERMAN nu are loc pentru z ➔ z2 + c şi 
nu a fost încă generat pe calculator. 

5.4.3. Generarea pe calculator a mulţimii MANDELBROT. 

Folosim proprietatea b) a mulţimii MANDELBROT. Dinamica 
punctelor este studiată tot cu ajutorul mul\imilor de nivel, aplicînd o 
metodă aproape· identică cu BSM. Alegem o reţea de puncte c E C şi 
testăm pentru fiecare dacă după N iterări termenul corespunzător al 
şirului O ➔ c-+ c2 + c - ... depăşeşte sau nu un disc centrat în origine de 
rază· suficient de mare. 

Analizînd desenul mulţimii MANDELBROT, observăm mai întîi o 
regiune delimitată de o cardioidă, simetrică faţă de o axa centrală cu 
adîncitura +0,25 şi cuprinsă la stînga pîna la -0,75. Urmează apoi un disc 
cu centrul în -1 şi raza 0,25, tangent la cardioidă. Mai observăm o mulţime 
practic infinită de discuri tangente la M, pentru ele există de asemenea o 
infinitate de discuri mici tangente. Mergînd mereu la stînga, pornind din 
cardioidă, se ajunge la punctul, numit MYRBERT - FEIGENBAUN, 
situat la -1,401. În acest punct se poate observa apariţia primei noi 
cardioide. Segmentul conţinut între acest punct şi -2 este conţinut tn M. 
Pe acest segment se găsesc o infinitate de componente-cardioide, foarte 
mici. MANDELBROT a arătat că acestea sînt în număr infinit. 

Dacă imaginăm un drum în c-plan care pleacă din M şi care se 
sfirşeşte în exteriorul lui M, dacă îl variem pe c de-a lungul acestui drum, 
mulţimea JULIA asociată lui c prezintă o schimbare calitativă. Frontiera 
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lui M joacă rolul de fază de tranziţie pentru funcţia z ➔ z2 + c. 

5.5. Multimi de sectiune 
I I 

Fief: c2 ➔ C, f (z, c) = z2 + c. Considerăm/ ca funcţie reală: 

/: R4 ➔ R2, f(x,y,p,q) = (x2-y +p, 2xy +q) 

Dacii fixăm p şi q, Jr =klim a4 (a), unde 4 (a) sînt mulţimi de nivel, 
... 00 

iar Lo (a) ~ A(a) este fixată. Dacă fixăm x = y = O, considerăm 

M = { (p,q) E R2 I .Pf (O) -I+ 00 cîndk ➔ co}, 

şi definim 

L'o (00) = { (p,q) ER2 I p2+q2 2: Ve} 

L'k (co)= { (p,q) ER2 I~ (x,y) E Lo(oo) şi Pc (x,y) ~ Lo (oo), I< k} 

unde e «l, atunci aM = limaL'k(oo) 
k ... oo 

După cum sublinia ADRIEN DOUDAY, mulţimile MANDELBROT 
şi JULIA au fost obţinute prin considerente de potenţial care, intuitiv, este 
legat de aşa-numitul „timp de evadare". Timpul de evadare al unui punct 
Zo al unei mulţimi JULIA sau MANDELBROT exprimă numărul N de 
iterări necesar pentru ca numărul Zn obţinut prin iterarea 

2 
Zn+l = Pc (Zn) = Zn +c 

să aibă modulul mai mare decît un r > O. Potenţialul este aproximativ egal 
cu lg 'i't". 

În general, pentru/ şi pentru r > O fixat vom considera funcţia 
T: R4 -+ N U{+oo} (timpul de evadare), 

T( ) - ! min { n EN I x; - ~ > r } , dacii există n x,y,p,q -
co , tn caz contrar 

undeXn+l =X~-}':+ p, Yn+l = 2Xn Y,, + q şi Xo =X, Yo = Y. 

Vom considera mulţimea -r = { (x,y,p,q) ER4 I T(x,y,p,q) = co}. 
Mulţimile JULIA şi MANDELBROT sînt situate în planul 11",q(x,y) de 
secţiune prin -r determinat de p, q fixate, descris de x şi de y şi, respectiv în 
planul n°•0(p, q) de secţiune prin -r determinat de x=y=O şi descris de p şi q. 

Potenţialul punctelor lor se exprimă în funcţie de T I 11",q(x,y) şi 

T I n°•0(p, q). 
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Mulţimea -r se reprezintă deci în spaţiul cu 4 dimensiuni şi pentru a 
ne „apropia" de ea, trebuie să· studiem secţiuni ale ei după diverse 
hipcrplane, secţiuni care vor fi mulţimi tridimensionale. Deoarece, nici pe 
acestea nu le putem reprezenta convenabil pe calculator, ne vom mulţumi 
cu secţiuni plane prin acestea. 

Am ales spre exemplu, hiperplanul determinat de condiţia y=0, şi x, 
p, q variabile. Considerăm mulţimea din spaţiulR3: 

-rx,p, q = {(x, p, q) I T(x, O,p, q) = oo} 

Seqionam această mulţime după planele Il(p,q), Il(p,x), Il(q,x). 
<iccţiunc:, <.l•,p:· primul dintre aceste plane determină mulţimea 

1:p,q = { (p,q) I T(0,0,p,q) = +oo} \ 

{ (p, q) I Jf;,q I+ 00 cînd k „ oo } = M 

deci, chiar mulţimea MANDELBROT conform celei de-a doua 
caracterizări. 

Deci, mul\imea MANDELBROT este secţiunea prin -r după planul 
I io,o(p,q). 

Sec\iunea după nq,o(p,x) determină mulţimea 

Tx,p = { (x,p) I T(x, 0,p, q) = oo, unde q e fixat }, 

deci, se poate defini mulţimea T.1:,p ca fiind: 

Tx,p = { (p,x) E R2 I ~,q(O, O) I+ oo, cînd k ➔co } 

Experimental, distingem următoarele 

Proprletaţi 

a) Dacă q=0 mulţimea Tp~ este conexă, altfel, în general. este 
neconexă. 

b) Tx,p intersectează Tp11 = M după axa centrală OP. 

Tx,p ~ { (x,p) E R2 I p2 + x2 S 2} 

c) Dacă q ER astfel incit există p ER cu proprietatea (p, q) e M, 
Tp~ este nevidă. În caz contrar, planul de sec\iune If',q (x,p) nu mai 
intersectează mulţimea MANDELBROT şi, aşa cum este de aşteptat, Tx,p este 
vidă. Obţinem că pentru I q I > 1,1 mulţimea Tp,1: este vidă (vezi fig. 5,-2). 

Mulţimea -rx,p ne furnizează informa.ţii despre mulţimea tip 
MANDELBROT pe care o obţinem dacă iterăm cuy=0 şi cux,;,e0, adică: 

M* = { (p, q) I P'(x, O) I+ 00 cind k ➔ oo,x fixat } 
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Figura 5-2. 

Figura 5-3. 
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~ coincide cu M dacii x=0, deci e conexă; şi în general neconexa 
dacii x .i! O (~ taie mai multe „cozi de rtndunicil"). De asemenea, Tx,p este 

conexă dacă 'f1'11(x,p) taie cardioida după axa centrală şi în general 
neconexă în caz contrar. 

Observaţie: Pentru q E Rfixat, observlfm cd Tx,p taie mulţimile JULIA generate 
pentru p=0 şi q E R dupd o ax/1 „vertical/1" OX (vezi fig. 5-3). Acest 
lucru se poate vedea clar pentru mulţimea JULIA obţinut II pentru c =i 
( am folosit aici mulţimea JULIA, ca şi ADRIEN DOUDA Y, tn sensul 
de tntregdese1reprezentat pe calculator). 

Secţiunea după n°•0(x, q) determină mulţimea 

Tx11 = { (x, q) ER2 I T(x, O, p, q) = oo, unde p este fixat } 

Deci, se poate defini mulţimea -rx11 ca fiind 

Tx11 = { (x, q) ER2 I ~.p(O, O) -/. oo, ctnd k -+ oo } 

Experimental, distingem următoarele 

Proprietăţi 

a) Tx11 este totdeauna mulţime conexă (în caz cil este mulţime nevidă). 
b) Tx11 intersectează Tp11=M după o axă paralelă cu axa OQ. 
c) Dacă p e R astfel incit există q e R cu proprietatea (p, q) e M, 

atunci mulţimea Tx11 este nevidă. în caz contrar, planul de secţiune 

n°•P(x, q) nu mai intersectează mulţimei MANDELBROT, deci, cum ar fi 
firesc, mulţimea "'XII este vidă (vezi fig. 5-4 ). 

Pe baza secţiunilor după cele trei plane, ne putem imagina forma 
mulţimii spaţiale Tx,p11 (.,meduza", vezi fig. 5-5). 

Preclzirl: 

1). Am dori, tnfinal s/1 remarcl1m complementaritatea informaţiilor pe 
care le aduc unele despre altele mulţimile de secţiune; 

2). ln cercetl1rile pe plan mondial despre acest domeniu există relativ 
numeroase rezultate experimentale nejustificate teoretic. De aceea, 
recunoaştem caracterul preponderent empiric al contribuţiilor tn acest 
moment, relativ la evidenţierea şi analiza acestor mulţimi de secţiune. 
Considerl1m c/1 ele pun tntr-o lumind nou/1 rezultatele cunoscute 
obţinute de cl1tre JULIA, MANDELBROT, DOUDAY şi ne permit s/1 
formull1m, tn acest context, ca perspectivii de cercetare, iterarea 
funcţiilor (raţionale) n-dimensionale. 
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Figura 5-4. 

Mondelbrot 

Figura 5-5. 
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5.6. Proceduri şi programe grafice 

Vom prezenta modurile de generare graficii a mulţimilor JULIA, 
MANDELBROT şi mulţimilor de secţiune cu ajutorul unor proceduri şi 
programe scrise tn limbajul PASCAL-OREGON implementat pe 
minicalculatoare sub sistemul de operare RSX-llM. 

Limbajul PASCAL-OREGON nu are implementate facilitllţi grafice 
datorita dependenţei acestora de terminalul grafic aflat la dispoziţia 
utilizatorului. Aceste proceduri stnt specifice terminalelor DAF-2020 
(alb-negru) şi DAF-2020C (color). Limbajul TURBO-PASCAL 
implementat pe microcalculatoare de tip IBM-PC sub sistemul de operare 
MS~DOS, are facilităţi grafice prin intermediul unei biblioteci de 
proceduri grafice. Vom observa cil pentru optimizarea reprezentarii 
grafice a mulţimilor de care ne ocupam, tn limbajul P ASCAL-OREGON 
avem posibilitatea sa elaborăm procedurile grafice astfel tnctt operaţiile 
de intrare/ieşire să utilizeze un timp de execuţie ctt mai mic. În general, 
procedurile grafice se execută prin transmiterea unor coduri terminalului,: 
care stnt interpretate prin trasare de linii, schimbarea fondului, 
schimbarea cernelii (pentru DAF-2020C). 

Deoarece operaţiile de intrare/ieşire necesită mai mult timp dectt 
celelalte operaţii, primele trebuie optimizate, folosindu-se cit mai rar 
posibil. Astfel, transmiterea unor coduri nu este recomandat să se faci cu 
ajutorul procedurii standard WRITE, deoarece scrierea unui număr de N 
caractere implici apelarea de Nori a procedurii de scriere a unui caracter. 

De aceea, s-a adoptat soluţia utilizării unui buffer de 256 de 
caractere, buffer în care se depun caracterele şi care sînt transmise spre 
terminal toate simultan, atunci cînd acesta e plin. · 

Procedurile ce utilizează acest buffer sînt: 

INIBUF iniţializează bufferul 

OUTCHR(k: integer) depune în buffer caracterul al cilrui cod ASCII este k 

OUTBUF transmite bufferul la terminal 

Bufferul este transmis spre terminal atunci ctnd este folosită în mod 
explicit procedura OUTBUF sau, atunci cînd se apelează procedura OUTCHR 
încercîndu-se depunerea unui caracter, iar bufferul este plin, caz în care 
se transmite mai tntîi bufferul spre terminal, după care bufferul este golit 
şi se depune în el caracterul. _ 

Toate procedurile grafice care urmează folosesc OUTCHR în loc de 
WRITE. 

Procedurile de graficii propriu-zise sînt următoarele: 
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MOVE(X, Y: poziţioneazl punctul curent în punctul de 
integer) coordonate absolute (X, Y). 

DRAW(X, Y: traseazl o linie lncepînd din punctul curent pînll în 
punctul de coordonate absolute (X, Y), punct care integer) devine şi punct curent. 

APRINDE (X, 
:. aprinde pe ecran punctul de coordonate (X, Y). Y: integer) 

Observaţie: Pentru DAF-2020C, attt la MOVE, cît şi la DRAWavem: 

0 :S X :S 447 Şi O :S Y :S 287, 

iar pentru DAF-2020 avem : 

0 :S X :S 511 şi O :S Y :S 389, 

tnsil nu se pot vizualiza concomitent pe ecran mai mult de 288 linii 
, uprinse într-o fereastril, aşa cil se recomandil ca 

102 ~ Y < =389. 

Fereastra de vizualizare se poate modifica cu tastele-silgeţi, astfel 
înctt sll se foloseascil, de exemplu, O :s Y :S 287. 

Alte proceduri grafice sînt: 

INK(k: integer) culoarea cernelii devine k 

P APER(k: integer) culoarea fondului devine k (acestea doull sînt valabile 
doar pentru DAF 2020C) 

SUPERPOSE afişarea se face cu supraimprimare 

DELMODE afişarea se face cu ştergere 

şter-ge ecranul (devine verde, iar cerneala galbeni), 
INI_GR afişarea se face cu ştergere, iar punctul grafic curent 

devine (O, O). 

Toate aceste proceduri se afli în biblioteca GRAF.OLB (dedicatll 
acestui capitol), şi vor fi declarate în programele apelante folosind 
directiva EXTERNAL. 

5.6.1. Desenarea multlmllor JULIA 
I 

Pentru reprezentarea grafici a mulţimilor JULIA din planul XOY, 
se vor citi de la terminal urlnltoarele valori: p, q, lung, inal t, xmin, 
xmax, ymin, ymax, unde: 

• c = p + i q este constantl complexl din procesul z ... ;. + c cu 
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condiţia -2 :s p, q :s +2 
• lung şi inal t reprezi~til dimensiunile figurii de pe ecran, adicil 

O :s lung :s 447 şi O :s inalt :s 287 
• xmin, xmax, ymin, ymax reprezintil porţiunea din planul 

XOY ce se vizualizeazil pe ecran, adicil -2 :s xmin, xmax:s + 2 şi 
-2 ~ ymin,ymax:s +2. 

Pentru generarea graficii a mulţimilor JULIA vom folosi metoda 
BSM (Boundary Scanning Method) şi anume, pentru fiecare punct 
(nx,ny) de pe ecran, se determină punctul corespunzător (x,y) din 
planul XOY, determinîndu-se cit de repede diverge ciltre infinit procesul 

Zk+t =zi+ c cu Zo = (x,y), adicil se determini valoarea k pentru care 
modulul numilrului complex Zk devine mai mare decît o valoare fixatil M, 

de exemplu M = 100, sau daci depăşeşte o anumitil valoare KMARE, de 
exemplu KMAR~ = 16J. 

Deoarec;c, terminalul DAF-2020C poate afişa cel mult 8 culori, iar 
DAF-2020 cel mult 2 culori (alb şi negru), vom considera cil NRCULORI 
este o constantil egali cu numărul de culori ce pot fi afişate de terminal şi 
vom colora cu aceeaşi culoare atît punctele ce evadeazil dupil k paşi cit şi 
cele ce evadeazil după k+NRCULORI paşi. Deoarece, existil posibilitatea 
ca unele puncte să nu evadeze, unui punct care nu evadeazil dupl KMAX 
paşii se va atribui culoarea neagril. 

Astfel. desenarea figurii poate fi rcalizatil cu ajutorul urmiltoarelor 
proceduri: 

procedura DESENEAZA JULIA; 
var nx, ny, k: integer; 

deltax, deltay: real; 
begin 
deltax := (xmax - xmin) / lung; 
deltay := (ymax - ymin) / inalt; 
for ny := O to inalt do 

for nx := O to lung do 
begin 
CALCUL(xmin + nx * deltax, 

ny * deltay, k); ymin + 
ink(k); 
APRINDE(nx, ny) 
end 

end; 
Procedurile CALCUL şi APRINDE sînt urmltoarele: 

procedure CALCUL(x, ·y: real; var k: intager); 
var xl, yl: real; 

begin 
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k := O; 
repeat 

k := k + 1; 
xl := sqr(x) - sqr(y) + p; 
yl := 2 * x * y + q; 
x := xl; 
y := yl; 
r := sqr(x) + sqr(y) 

until (r > M) or (k >= KMARE); 
k := k mod NRCULORI 
end; 

procedure APRINDE (X, y 
begin 

move( x, y ; 
draw( x, y) 

end; 

integer) 

Valorile constantelor M, KMARE şi NRCULORI sînt declarate în programul 
i,rincipal apelant şi anume M = 100.0, KMARE = 160, NRCULORI = 8 pentru 
DAF-2020C şi NRCULORI = 2 pentru DAF-2020 (alb-negru). 

Acest algoritm prezintă următoarele posibilităţi de optimizare: 
• Mulţimea JULIA este simetrică faţă de origine, astfel că punctelor 

(x,y) şi (-x,-y) li se asociază aceeaşi culoare, deci desenarea 
mulţimii JULIA poate fi realizată în felul următor: 

procedure DESENEAZA_JULIA; 

var nx, ny, k: integer; 
deltax, deltay: real; 

begin 
deltax := (xmax - xmin) / lung; 
deltay := (ymax - ymin) / inalt; 
for ny := O to inalt div 2 do 

for nx := O to lung do 
begin 
calcul(xmin + nx * deltax, 

ymin + ny * deltay, k); 
ink(k); 
aprinde(lung - nx, inalt - ny) 
end 

end; 
• O optimizare posibilă a procedurii APRINDE ar fi să trasăm un 

vector doar atunci cînd se modifică culoarea, impunîndu-se astfel 
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introducerea unor variabile suplimentare: xvechi, yvechi, 
kvechi. 

• Deoarece, calculul culorii pentru fiecare pixel consumă mult timp, 
iar imaginile nu pot fi salvate aşa cum se realizează pe unele 
microcalculatoare, se pot crea fişiere în care să se introducă pentru 
fiecare punct culoarea asociată, iar la o desenare ulterioară a 
aceleaşi figuri, în loc să se calculeze culoarea, aceasta să fie citită 
din fişier. 

Observaţie: Optimizlirile prezentate reduc tn mod spectaculos din timpul de 
desenare al unei figuri pe ecran, de la peste 60 minute, la mai puţi,n de 
JO minute. Acest fapt atrage atenţia asupra modului (in)eficient de 
implementare pe minicalculatoare a bibliotecilor de grafică fa/li de 
implementarile cunoscute pe microcalculatoare IBM-PC, dar şi asupra 
(in)dependenţei acestora de dispozitiv. 

5.6.2. Desenarea mulţimilor MANDELBROT 

Pentru reprezentarea grafică a mulţimilor MANDELBROT se vor 
citi de la terminal următoarele valori: pmin, pmax, gmin, gmax, lung, 
inal t, unde: 

• pmin, pmax, gmin, gmax reprezintă porţiunea din planul 
POQ ce se viziualizează pe ecran, cu O :s pmin, pmax:s 447 şi 
Os qmin,qmax:s 287; 

• lung şi inalt reprezintă dimensiunile figurii de pe ecran. 
Se va folosi o metodă aproape identică cu metoda BSM, şi anume se 

alege o reţea de puncte complexe c şi se testează pentru fiecare punct din 
reţea dacă după N iterări termenul corespunzător al şirului 

O ➔ c ➔ c2 + c➔ ••• depăşeşte sau nu un disc centrat tn origine şi de rază 
suficient de mare. 

Se reprezintă mulţimea MANDELBROT din planul POQ situată în 
porţiunea: 

pmin :S p :S pmax şi gmin :S g :S gmax. 

Spre deosebire de generarea mulţimii JULIA, acum se iterează 
acelaşi proces Zk+l = ZE + c, dar cu Zo = (O, O) constant şi cu c = p + i g 
variabil. 

Procedurile de desenare şi calcul stnt : 
procedura DESENEAZA_MANDELBROT; 

var np, ng, k:integer; 
deltap, deltag: real; 
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begin 
deltap := (pmax - pmin) / lung; 
deltaq := (gmax - gmin) / inalt; 
for nq := O to inalt do 

for np := O to lung do 
begin 
calcul(pmin + np * deltap, 

qmin + nq * deltaq, k); 
ink(k); 
aprinde(np, nq) 
end 

end; 
procedure CALCUL(p, q: real; var k: integer); 

var xl, yl: real; 

begin 
k := O; 

X:= O; 
y := O; 

repeat 
k := k + 1; 
xl := sqr(x) - sqr(y) + p; 
yl := 2 * x * y + q; 
X := xl; 
y := yl; 
r := sqr(x) + sqr(y) 

until (r > M) or (k >= KMARE); 
k := k mod NRCULORI 
end; 

Mulţimea Mandelbrot nu este simetrică faţă de origine dar este 
simetrică fată de axa· OP deoarece: . 

2 2 · o pentru (p, q) : (O, O) ➔ (p, q) ➔ (p - q + p, '2pq + q) ➔ ••• 

• pentru (p, -q): (O, O) ➔ (p, -q) ➔ (p2 + q2 + p, -'2pq _ q) ➔ ••• 
Modulele termenilor şirurilor sînt egale, deci, un termen al primului 

şir depăşeşte în modul valoarea M atunci cînd un termen al celui de-al 
doilea şir depăşeşte în modul valoarea M. 

Rutina de desenare în cazul qmin = -qmax este următoarea: 
procedure Deseneaza_Mandelbrot; 

var np, nq, k:integer; 
deltap, deltaq: real; 

30-----------------------------



--------------------- Proceduri şi programe grafice 

begin 
deltap := (pmax ~ pmin) / lung; 
deltaq := (qmax - qmin) / inalt; 
for nq := O to inalt div 2 do 

for np := O to lung do 
begin 
calcul(pmin + np * deltap, 

min + nq * deltaq, k); 
ink(k); 
aprinde(np, nq); 
aprinde(np, inalt - nq); 
end 

end; 

Observatll: . 
1. În cazul cînd „ferestrele" de reprezentare pentru mulţimile JULIA şi 
MANDELBROT sînt dreptunghiuri necentrate tn origine, pentru a 
optimiza algoritmii se poate proceda astfel: pentru o mulţime JULIA, se 
desenează zona 1 prin simetrie, iar zonele 2, 3 fi 4 fărd simetrie; pentru 
mulţimea MANDELBROT, întîi se deseneazd zona 2/drd simetrie ( vezi 
fig. 5-6 şi fig. 5-7) . 

2. Pentru a studia dinamica formei ctnd c se apropie de frontieta 
mul/imii MANDELBROT, ute util ad cunoaştem· valori ale lui c în 
anumite puncte „speciak": puncte de germinaţie ale mugurilor, punctul 
de adînciturd al cardiouui etc. 

Pentru aceasta ne folosim de utilitatea furnizată de terminalele 
grafice menţionate care, ln regim „introducere grafici", afişează un cursor 
cruce pe care 11 putem deplasa pe ecran cu ajutorul săgeţilor. Din acest 
regim se iese la aplaarea unei tule oarecare, diferită de săgeţi, iar la 
ieşirea din acest regim, terminalul ne transmite codul tastei şi, ceea ce este 
mai important, coordonatele pe care se afli cursorul cruce. Făcînd anumite 
calcule sţmple se poate afla valoarea c corespunzătoare punctului de pe 
ecran. 

5.8.3. Desenarea multlmllor de sectiune • • 
Pentru reprezentarea grafici a mulţimii Tx,p se citesc de la terminal 

urmltouelc: lung, inalt, q, pmin, pmax, xmin, xmax, iar 
pentru mulţimea Tx11.= lung, inalt, p, qmin, qmax, xmin, xmax. 

Figurile se desenează analog ca şi mulţimea Mandelbrot, doar el se 
lnlocuieşte unde este cazul q cu x, respectiv p cu x, iar în rutina de calcul 
nu se modifici decît variabilele corespunzătoare. 
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Se observă că mulţimea Tx,p este simetricii fa\ă de axa orizontală OP: 

• (p,x): (x,0) ➔ (x2+p,q) ➔ ••• 
• (p,-x): (-x,O) ➔ (x2+p,q) ➔ ••• 
Se observă că mulţimea Tx11. este simetrică atît fa\ă de axa orizontală 

OQ cit si fată de axa verticală OX: 

• (q,x)~ (x,O)-+ (x2+p,q) ➔ ••• 
• (q,-x): (-x,O) ➔ (x2+p,q) -+ ... 

şi respectiv: 
• (q,x): (x,O) ... r/+p, q) ➔ ••• 
• (-q,x): (x;O) ➔ (x2+p, -q) ➔ ••• 

deoarece termenii corespunzători celor două şiruri evadează la 00 cu 
aceeaşi viteză. 

5.7. Pachetul de programe FRACTALI 
__ ,_,..._ - ~ ._..a.,_ 

5. 7 .1. Prezentare generală 

Pentru implementarea celor prezentate mai sus, s-au elaborat 9 
programe în limbajul PASCAL-OREGON sub sistemul de operare 
RSX-llM, care să realizeze reprezentarea graficii a mulţimilor JULIA şi 
MANDELBROT conform metodelor prezentate mai sus. Aceste programe 
utilizează procedurile grafice din biblioteca GRAF.olb pe care o vom 
prezenta la stlrşitul capitolului (sec\iunea 5.7.4). Reprezentarea graficii a 
acestor mulţimi se realizează pe terminalul grafic color DAF-2020C, dar 
şi pe terminalul grafic alb-negru DAF-2020, de asemenea prin copierea 
ecranului, desenul poate fi reprodus pe imprimanta matricială. Pachetul 
de programe FRACTALI are următoarele componente: 

• programe care să realizeze reprezentarea grafica direct pe 
terminalul grafic utilizat ; 

• programe care să realizeze reprezentarea grafică pe terminal prin 
utilizarea la intrare a unor fişiere intermediare create anterior; 

• programe pentru crearea de fişiere intermediare ln scopul 
utilizării lor ulterioare la reprezentarea graficii pe terminal. 

Programele care sînt componente ale pachetului sînt: JUL, MAN, JJ, 
SJ, SM, CJ, CM, DCJ, DCM. Funcţi'ile pachetului de programe stnt 
clasificate astfel: 

a) reprezentarea grafică direct pe terminalul grafic color 
DAF-2020C, ce se realizează cu următoarele programe: 

• JUL.pas; desenarea mulţimilor JULIA 
• MAN.pas; desenarea mulţimilor MANDELBROT 
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Exemple de utilizare 
>run JtJL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 

>run MAN 
Introduceti lung inalt pmin pmax qmin qmax 

b) reprezentarea grafică direct pe terminalul grafic alb-negru 
DAF-2020, ce se realizează cu programul JJ.pas; 

·Exemplu de utilizare · 
>run JJ 
Introduceti, in ordine: p,q,lung,inalt,xmin,xmax,ymin,ymax 

c) crearea de fişiere intermediare pentru utilizarea ulterioară la 
reprezentarea grafică pe terminal, aceasta realiztndu-se cu următoarele 
programe: 

• SJ.pas; pentru mulţimile JULIA 
• SM.pas; pentru mulţimile MANDELBROT 
Exemple de.utilizare 

>run SJ 
Numele fisierului: 
Introduceti, in ordine: p,q,lung,inalt,xmin,:xmax,ymin,ymax 

>run SM 
Numele fisierului: 
Introduceti lung inalt pmin pmax qmin qmax 

d) reprezentarea grafică pe terminalul grafic color DAF-2020C 
folosind fişiere intermediare, aceasta se realizează cu următoarele 
programe: 

• CJ.pas; pentru mulţimile JULIA 
• CM.pas; pentru mulţimile MANDELBROT 
Exemple de utilizare 

>run CJ 
Numele fisierului 

>run CM 
Numele fisierului 

e) reprezentarea grafică pe terminalul grafic alb-negru DAF-2020 
folosind fişiere intermediare, aceasta realizîndu-se cu următoarele 
programe: 
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• DCJ,pas; pentru mulţimile JULIA 
• DCM.pas; pentru mulţimile MANDELBROT 
Exemple de utilizare 

>run DCJ 
Numele fisierului: 

>run DCM 
Numele fisierului: 

Precizăm faptul că pentru realizarea formei executabile a unui 
program din cele de mai sus, trebuie ca în comanda destinată link-editării, 
pe lingi indicarea bibliotecii PASLIB, să se indice şi biblioteca GRAF ce 
conţine procedurile grafice şi care execută reprezentări grafice pe 
terminal. Astfel, de exemplu, pentru programul JUL comenzile de operare 
vor fi următoarele: 

>pas JUL=JUL 
>tkb JUL/fp/cp=JUL,[l,l]GRAF/lb,lb:[l,l]PASLIB/lb 
>run JUL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 
-0.18 0.667 447 287 -1.5 1.5 -1.5 1.5 

Pentru testarea programului JUL precizăm ctteva variante tn funcţie 
de valorile parametrilor p şi q ce determină obţinerea diferitelor forme ale 
mulţimii JULIA : 

>run JUL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 
0.27334 0.007421 447 287 -2 2 -2 2 
>run JUL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 
-0.74543 0.113011 447 287 -2 2 -2 2 
>run JUL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 
-0.194 0.65571 447 287 -2 2 -2 2 
>run JUL 
Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax 
0.11031 -0.67037 447 287 -2 2 -2 2 
>run JUL 
Introduceti p q lung inalt :xmin xmax ymin ymax 
-0.39054 -0.58679 447 287 -2 2 -2 2 

Pentru testarea programului MAN ce realizează reprezentarea 
grafică a mulţimii MANDELBROT, se poate proceda astfel: 

>run MAN 
Introduceti lung inalt pmin pmax qmin qmax 
447 287 -1.5 1.5 -1.5 1.5 
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Pentru utilizarea pachetului de programe FRACTALI se poate apela 
procedura de comenzi indirecte FRACTALl.cmd ce va fi prezentată în cele 
ce urmează. 

5.7.2. Procedura de comenzi indirecte FRACTALl.cmd 

.disable display 

.10; 
***** PRA C TAL I ***** 

Pachet de programe pentru reprezentarea grafica 
a 111Ultim.ilor JULIA ai MANDBLBROT pe terminalele grafice 
color Jau,alb-negru, desenarea realizindu-se direct pe 
terminal sau prin intermediul unor fisiere intermediare 
create anterior 
AUTORI:"· VLADA, std. s. BRINZBI, std. "· Gidea 

OBSBRVATIB: pentru transmiterea desenului de pe 
terminal pe im.prim.anta matriciala, se testeaza: 

<CTRL>+ <PF2> + <S> ( <S> pentru copiere simpla, 
respectiv <D> pentru copiere dubla) 

.STARTI 
FRACTALI I OPTIUNI pentru utilizare 

1 • desenarea directa pe terminalul color 
2 = desenarea directa pe terminalul alb-negru 
3 = crearea de flaiere intermediare in vederea desenarii 
4 = desenarea pe terminalul color folosind fia. intermed. 
5 = desenarea pe terminalul alb-negru folosind flaiere 

intermediare 
6 = BXIT 

;--------------------------------------------------------
.20: 
.askn OPT tastat! o optiune ( 1,2,3,4,5,6), 
.if OPT eq 6 .goto STOP 
.if OPT eq 5 .goto 140 
.if OPT eq 4 .goto 110 
.if OPT eq 3 .goto 70 
.if OPT eq 2 .goto 60 
.if OPT eq 1 .goto 30 
.goto 20 
.30: 

;---------------------------------------------------------
7Desenarea DIRECTA a m.ultim.ilor JULIA ai MANDBNBROT 
7OPTIUNI :1 = 1111ltimi JULIA, 2 =m.ultimi MARDBLBROT, 3=BXIT 
.askn OPT tastat! optiunea ( 1,2,3 ) 1 

• if OPT eq 3 • goto "sTART 
.if OPT eq 2 .goto 50 
.if OPT eq 1 .goto 40 
.goto 30 
.40: 
7Desenarea DIRECTA pe terminalul color a multimii JULIA 
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run JUL 
,wait JUL 
,goto START 
,501 
;Desenarea DIRECTA pe terminalul color a multimii MAHDELBROT 
run MAN 
.wait MAN 
,goto START 
.60: 

;---------------------------------------------------------
;Desenarea DIRECTA pe terminalul alb-negru a multillii JULIA 
run JJ 
.wait JJ 
,goto START 
.70: 

;-------------------------------------------------------;crearea de fisiere intermediare pentru desenare 
;OPTIUJIII I l=multilli JULIA, 2=multilli MAHDBLBROT, 3=EXIT 
,askn OPT Tastati optiunea ( 1,2,3) 1 
,if OPT eq 3 .goto START 
,if OPT eq 2 ,goto 90 
,if OPT eq 1 ,goto 80 
.goto 70 
.80: 
;Crearea de fisiere intermediare pentru multimea JULIA 
run SJ 
,wait SJ 
.goto 100 
.90: 
;crearea de flaiere intermediare pentru multilli .MARDBLBROT 
run SM 
.wait SM 
.1001 
;Desenarea pe terminalul color sau alb-negru 
;OPTIUJIII 1 1= terminal color, 2= terminal alb-negru, 3=EXIT 
.askn OPT Tastat! optiunea ( 1,2,3) ; 
,if OPT eq 3 .goto START 
,if OPT eq 2 .goto 140 
,if OPT eq 1 .goto 110 
.goto 100 
.1101 

;-------------------------------------------------
;Desenarea pe terminalul color folosind flaiere intermediare 
;OPTIUJIII I l=multi.111 JULIA, 2=11111ltillli MAHDELBROT, 3 = EXIT 
.askn OPT Tastat! optiunea ( 1,2,3) 1 
,if OPT eq 3 .goto START 
,if OPT eq 2 ,goto 130 
,if OPT eq 1 ,goto 120 
,goto 110 
.1201 
run CJ 
.wait CJ 
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.goto START 
,1301 
run CM 
.wait CM 
.goto START 
.1401 

;----------------------------------------------------------
;Desenarea pe teJ:111inalul alb-negru folosind fisiere inteJ:111ediare 
;OPTIUHI I l=multimi JULIA, 2=multimi NAIIDBLBROT, 3 =BXIT 
.aakn OPT Taatati optiunea ( 1,2,3) 1 

,if OPT eq 3 .goto START 
,if OPT eq 2 .goto 160 
.if OPT eq 1 ,goto 150 
.goto 140 
.150: 
run DCJ' 
.wait DCJ' 
.goto START 
,1601 
run DCM 
.wait DCM 
.goto START 
.STOP: 
.exit 

5. 7.3. Programe sursă 

{[l-]} 
{$NOCBECK} 
program JUL; 

Programul JUL.pas 

{ desenarea directa pe terminalul color 
a ■ultimilor JULIA } 
conat 

inaltime ecran= 287; 
m = 100.0; 
kmare = 160; 
nrculori = 8; 
lungime_ecran = 447; 

type 
culori= array [0 •• 7] of o •• 7; 

conat 
redef = culori(7, 3, 2, 6, 5, 1, 4, O): 

var 
minimx, minimy, x, deltax, deltay, p, q, xmin, xmax, 
ymin, ymax, y, xl, x2, y2, r: real; 
dr, aacxl, ascyl, acxl, acx2, acyl, acy2, inalt, lung, 
nx, ny, k, kvechi, xvechi, yvechi: integer; 

procedure inibuf: external; 
procedure delmode; externa!; 
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procedure outbuf 1 external 1 
procedure move(x, y1 integer)J external1 
procedure draw(x, y1 integer); external1 
procedure ink(k: integer)J external; 

\include aprinde.pas1 
\include calcul.pas1 

procedure bipunct(nx, ny, k: integer)J 
begin 

if nx = O then 
begin 
kvechi 1= k1 
xvechi := nx1 
yvechi := ny1 
end 

else if (k <> kvechi) or (nx dr) then 
begin 

end; 

ink(redef[kvechi])J 
move(scxl + xvechi,scyl + yvechi)J 
draw(scxl + nx,scyl + ny)J 
move(scx2 - xvechi,scy2 - yvechi); 
draw(scx2 - nx,scy2 - ny); 
if (k <> kvechi) and (nx = dr) then 

begin 
ink(redef[k])J 
aprinde(scxl + nx,scyl + ny)1 
aprinde(scx2 - nx,scy2 - ny)J 
endJ 

kvechi 1= k1 
xvechi := nx1 
yvechi := ny 
end1 

procedure punct(nx, ny, k: integer)J 
begin 

if nx = O then 
begin 
kvechi 1= k; 
move( scxl, scyl + ny)J 
end 

else if (k <> kvechi) or (nx = dr) then 
begin 

endJ 

ink(redef[kvechi])J 
draw(scxl + nx,scyl + ny)J 
if (k <> lcvechi) and (nx = dr) then 

begin 
ink(redef[k])J 
draw(scxl + nx,scyl + ny)J 
end1 

kvechi := k; 
end1 
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linclude julial.pas; 

procedure scalare; 
begin 

sscxl := lungime ecran div 2 + round(xmin / deltax); 
if sscxl < O then 

sscxl ;= o 
else if sscxl > lungime ecran - lung then 

88CX1 := lungime ecran - lung; 
sscyl :a inaltime ecran div 2 + round(ymin / deltay)J 
if sscyl < O then-

sscyl := o 
else if sscyl > inaltime ecran - inalt then 

sscyl 1= inaltime_ecran - inalt; 
end; {Sc,ALARE} 

procedure deseneaza figura; 
begin -

inibuf; 
del.JBode; 
verifica datele; 
deltax :;; {)CmaX - Dlin) / lung; 
deltay := (ymax - ymin) / inalt; 
scalare; 
11in( - xmin, xmax, - ymin, ymax, 1DJ.n1.mx, 11inilly); 
if (minillX <= O) or (minilly <= O) then 

dreptunghi(xmin, xmax, ymin, ymax) 
else 

begj,.n 
patrat(minimx, minimy); 
dreptunghi(xmin, minimx, ymin, - minimy); 
dreptunghi(xmin, - minimx, - minimy, ymax); 
dreptunghi( - minimx, xmax, 11inimy, ymax); 
dreptunghi(minimx, :xmax, ymin, 11inimy); 
end; 

outbuf; 
end; 

begin { main} 
writeln('Introduceti p q lung inalt xmin xmax ymin ymax '); 
read(p, q, lung, inalt, xmin, xmax, ymin, ymax); 
deseneaza_figura; 

end, 

{(1-)} 
{$NOCBBCK} 
program MAN; 

Programul MAN.pas 

{ desenarea directa pe terminalul color 
a multimilor MANDELBROT } 
const 
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inalti.me ecran= 287; 
ll = 100.0; 
laaare = 160; 
nrculori = 8; 
lungime_ecran = 447; 

type 
culori= array [0 •• 7] of o •• 7; 

const 
·redef = culori(7, 3, 2, 6, 5, 1, 4, O); 

. var; 
minimp, minimq, x, deltap, deltaq, p, q, pmin, pmax, 
qmin, qmax, y, xl, x2, y2, r: real; 
dr, sscpl, sscql, scpl, scp2, scql, scq2, inalt, lung, 
np, nq, k, kvech, pvechi, qvechi: integer; eh: char; 

procedure inibuf; external; 
procedure delmode; external; 
procedure outbuf; external; 
procedure move(x, y: integer); external; 
procedure draw(x, y: integer); external; 
procedure ink(k: integer); external; 
procedure pozc(var x, y: integer; 

var eh: char); external; 

\include aprinde.pas; 

procedure punct(np, nq, k1 integer); 
begin 

if np = O then 
begin 
kvechi := k; 
move(scpl, scql + nq); 
end 

else if (k <> kvechi) or (np dr) then 
begin 

end; 

ink(redef[kvechi]); 
draw(scpl + np, scql +_nq); 
if (k <> kvechi) and (np = dr) then 

begin 
ink( redef [k]); 
draw(scpl + np, scql + nq); 
end; 

kvechi := k; 
end; 

procedure scalare; 
begin 

sscpl := lungime ecran div 2 + round(pmin / deltap); 
if sscpl < O thei 

sscpl := O 
else if sscpl > lungime_ecran - lung then 

sscpl := lungime ecran - lung; 
sscql := inaltime_;cran div 2 + round(qmin / deltaq); 
if sscql < O then 
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sscql 1= O 
else if sscql > inaltime ecran - inalt then 

sscql 1= inaltime_ecran - inalt; 
end; {SCALARE} 

procedure bipunct(np, nq, k1 integer); 
begin 

if np = o then 
begin 
kvechi 1= k; 
pvechi := np; 
qvechi 1= nq; 
end 

else if (k <> kvechi) or (np = dr) then 
begin 

end; 

ink(redef[kvechi]); 
move(scpl + pvechi, scql + qvechi); 
draw(scpl + np, scql + nq); 
move(scpl + pvechi, scq2 - qvechi); 
draw(scpl + np, scq2 - nq); 
pvechi := np; 
qvechi 1= nq; 
if (k <> kvechi) and (np dr) then 

begin 
ink(redef[k]); 
aprinde(scpl + np, scql + nq); 
aprinde(scpl + np, scq2 - nq); 
end; 

kvechi 1= k; 
end; 

linclude mandelbl.paa; 

{ in DREPTUNGHI se inlocuieste PUNE cu PUNCT; 
in PATRAT se inlocuieste PUNE cu BIPUNCT} 
procedure deseneaza figura; 

begin -
verifica datele; 
deltap := (pmax - pmin) / lung; 
deltaq := (qmax - qmin) / inalt; 
scalare; 
min( - qmin, qmax, minimq); 
if minimq <= o then 

dreptunghi(pmin, p111ax, qm.in, qmax) 
else 

begin 
patrat(pmin, pmax, minl11·.q); 
dreptunghi(pmin, pmax, qmin, - minimq); 
dreptunghi(pmin, pmax, minimq, qaiax); 
end; 

outbuf; 
end; 

procedure afla_coord(var p, q: real; 
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var eh: char); 
begin 

pozc(np, nq, eh); 
p := (np - aacpl) • deltap + pmin; 
q := (nq - aacql) • deltaq + qllin; 

end; 

begin { main} 
writeln( 'Introduceti lung inalt pmin pmax qmin qmax '); 
read( lung, !nalt, pmin, pmax, qmin, qmax); 
deaeneaza_figura; 
repeat; 

afla coord(p, q, eh); 
writeln('P=', p: 8: 6, 'Q=', q: 8: 6) 

until ord(ch) = 13; 
end. 

{[1-]} 
{$0WR} 
program jjJ 

Programul JJ.pas 

{ deaenarea directa pe terainalul alb-negru 
a multimilor JULIA } 
conat 

inaltim.e ecran= 287; 
lungim.e_ecran = 447; 
klllare = 20; 
txt_len = 6; 

type 
pointer= "nod; 
nod= 

record 
abac, ordo1 real; 
leg I pointer 

end; 
bit = o •• l; 

var 
ecran1 pecked array (O •• lungime ecran, o •• inaltime_ecran) 

of bit; -
deltax, deltay, p, q, Dlin, xmax, ymin, ymax, x, y: real; 
aacxl, aacyl, inalt, lung, nx, ny: integer; 
una, cap, coada, afirait: pointer; 
gatai boolean; 

linclude outt1.def; 
linclude tekdr.def; 

procedura calc_coord(x, y: real); 
begin 

nx 1= round((x - xmin) / deltax); 
ny := round((y - ymin) / deltay); 
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endi 
procedure creaza(x, y1 real)i 

var 
z1 pointeri 

begin 
nev(z) J 
wţth z"' do 

begin 
abac 1= XJ 
ordo 1• YJ 
leg 1= nil 
endi 

afirait"'.leg 1= ZJ 
sfirsit 1= z 

endJ 
procedure testeaza(x, y: real)J 

begin 
calc coord(x, Yli 
if (O<• nx) and (nx <• lung) and (O<= ny) 

and (ny <= inalt) then 
if (ecran[nx, ny] = O) then 

begin 
ecran[nx, ny) 1• l.J 
creaza(x, Yl J 
gata 1= falsei 
aprinde(s■cxl + nx, ■scyl + ny) 
end 

alsa 
alsa 

creaza(x, Yl 
andi 

procedura calc_invers(a, b: realJ 
var x, y: real)J 

var 
ZI realJ 

begin 
if b „ O then 

if a >= o then 
begin 
x := aqrt(a) J 
y .... o 
end 

alsa 
begin 
X:= O; 
y 1= aqrt( - a) 
end 

alsa 
begin 
z I"' sqrt(sqr(a) + sqr(b))i 
x 1• sqrt((z + a) / 2)J 
y := b / (2 * X) 
end 
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endr 
procedure inverseaza(x, y: real)J 

var 
xl, yl1 real; 

begin 
calc_invers(x - p, y - q, xl, yl); 
testeaza(xl, yl); 
if (xl <> O) or (yl <> O) then 

testeaza( - xl, - yl) 
end1 

procedura taie_capul; 
var 

urm: pointeri 
begin 

urm 1= cap".leg; 
dispose (cap); 
cap 1= urm 

end1 
procedura scalare; 

begin 
deltax := (Xlllalt - xmin) / lung7 
deltay 1= (ymax - yain) / inaltJ 
sscxl 1= lungime ecran div 2 + EOUnd(Dlin / deltax); 
if sscxl < O then 

sscxl r= o 
else if sscxl > lungille ecran - lllDCJ then 

sscxl 1= lungille ecran - lung7 
sscyl :• inaltille ecran div 2 + round(ymin / deltay); 
if sscyl < o then-

sscyl 1• O 
elae if sscyl > inaltiae ecran - inalt then 

aacyl 1• inaltille_ecraii - inaltJ 
endJ (SCALIIUI) 

procedura verifica dateleJ 
procedura schillba(var x, y1 real); 

var 
•• realJ 

begin 
• •• z; 
X I"" y; 
y r• z 

end; 
begin 

if Dlin > xmax then 
achilllba(xmin, xmax)r 

if ymin > ymax then 
achilllba ( ymin, ymax) ; 

. if lung > lungime_ ecran then 
lung r= lungime ecran; 

if inalt > inaltime ecran then 
inalt r= inaltime:ecran 

end; 
procedura deseneaza_figura; 
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var 
i1 integer1 

begin 
verifica_datele1 
scalare1 
ecran[O, O] := 01 
new(cap) 1 
sfirsit := cap1 
calc_invers(0.2S - p, - q, x, y): 
testeaza(O.S + x, Y)1 
if (X<> O) or (Y <> O) then 

testeaza(O.S - x, - y): 
taie capul1 
coada 1= sfirsit1 
repeat 

gata:= true: 
while cap<> coada do 

begin 
inverseaza(capA.absc, capA.ordo)J 
taie_capul 
end1 
inverseaza(capA.absc, capA.ordo)J 

coada 1= sfirsit 
until gata1 

end1 
procedura citeste_datele1 

begin 
writeln('Introduceti,in ordine: p,q,lung,inalt, 

Xllin, xma.x, ymin, ymax' ) 1 
readln(p, q, lung, inalt, xmin, xmax, ymin, ymax)J 

end1 

begin { main} 
inibuf1 
ini gr, 
cit';ste datele1 
deseneaza_figura1 
outbuf1 

end. 

{[l-]} 
{$NOCBBCK} 
program SJJ 

Programul SJ.pas 

{ crearea de fisiere intermediare pentru 
desenarea multimilor JULIA } 
const 

inaltille_ecran = 2871 
m = 100.01 
lcmare = 160: 
nrculori = s: 
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lungi.m.e_ecran-= 447; 
lgbuf • 509; 

type 
buffer= packed array [0 •• lgbuf] of char; 
bloc= 

record 
nr1 integer; 
bufa buffer 

end1 
nUllefisier = packed array [l •• 12] of char1 
culori= array [0 •• 7] of 0 •• 11 

const 
redef • culori(7, 3, 2, 6, 5, 1, 4, 0)J 

var 
11inU1X, llinilly, x, deltax, deltay, p, q, xmin, xmax, 
ymin, ymax, y, xl, x2, y2, r: real; 
opt, dr, sscxl, sscyl, scxl, scx2, scyl, scy2, inalt, lung, 
nx, ny, k, kvechi, xvechi, yvechi: integer; 
fisier1 file of bloc1 
inreg1 bloc1 
nllll8fis1 numefisier1 

ptocedure detach1 external1 
procedura seriei 

begin 
write(fisier, inreg)J 
break(fisier) 1 
inreg.nr 1= o 

end1 
procedura pune(ch1 char)1 

begin 
with inreg do 

begin 

end1 

buf[nr] 1= ch1 
if nr>= lgbuf then 

scrie 
else 

nr 1= succ(nr) 1 
end 

procedura conv_real(var x: real1 
var nr1 integer1 
var fa buffer)1 external1 

procedure conv_int(~ar x1 integer1 
var nr: integer1 
var f: buffer) 1 external; 

procedura converteste1 
begin {CO~TESTE} 

with inreg do 
begin 
conv real(p, nr, buf)J 
conv-real(q, nr, buf)J 
conv-int(lung, nr, buf)J 
conv:int(inalt, nr, buf)J 
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end; 

conv_real(xmin, nr, buf); 
conv real(xmax, nr, buf); 
conv:real(ymin, nr, buf); 
conv_real(ymax, nr, buf); 
end 

%include calcul.pas; 

procedura punefis(x, y, k: integer); 
begin 

pune(chr(k)) 
end; 

%include julial.pas; 

{ in DREPTUNGHI se inlocuieste PUNCT cu PUNE 
in PATRAT se inlocuieste BIPUNCT cu PUNE} 
procedura deseneaza figura; 

begin -
deltax := (XllllX - xmin) / lung; 
deltay := (ymax - ymin) / inalt; 
min( - xmin, XllllX, - ymin, ymax, minl.lllX, minimy); 
if (minimx <= O) or (minilly <= O) then 

dreptunghi(xmin, XllllX, ymin, yma.x) 
else 

begin 

end1 

patrat(minimx, minimy); 
dreptunghi(xmin, minillx, ymin, - 11inimy); 
dreptunghi(xmin, - minimx, - minimy, YJIUllt)l 
dreptunghi( - minillx, xmax, llinimy, ymax); 
dreptunghi(minimx, xmax, ymin, minimy); 
end; 

procedura citeste dateleJ 
begin -

writeln('Introduceti,in ordine: p,q,lung,inalt,xmin, 
xmax,yllin,ymax')l 

readln(p, q, lung, inalt, xmin, XllllX, ymin, ymax)J 
end; 

procedure citnumefis; 
begin 

write('Humele fisierului :')l 
readln(numefis); 

end; 

begin { main} 
citnumefis; 
rewrite(fisier, numefis); 
citeste datele; 

verifÎca_datele; 
detach; 

------------------------------- 47 



APLICAŢII ÎN IBORIAFRACTALILOR ----------------

converteste1 
deseneaza figura, 
scrie, -
break (fisier) J 

end. 

Programul SM.pas 

{(1-]} 
{$HOCBECB:} 
program SMJ 
{ crearea de fisiere intermediare 

.desenarea llUltimilor MANDELBROT 
const 

inaltime_ecran = 287J 
m = 100.01 
klla.re = 1601 
nrculori „ e, 
lungille_ecran 4471 
lgbuf „ 509J 

type 

pentru 
} 

buffer= packed array [0 •• lgbuf] of char, 
bloc• 

record 
nr1 integerJ 
bufi buffer 

endJ 
nuaefisier = packed array [1 •• 12] of charJ 
culori= array [0 •• 7] of 0 •• 11 

const 
redef = culori(7, 3, 2, 6, S, 1, 4, 0)J 

var 
minimp, ainimq, x, deltap, deltaq, p, q, pmin, pmax, 
qmin, qmax, y, xl, x2, y2, r: real1 
dr, sscpl, sscql, scpl, scp2, scql, scq2, inalt, lung, 
np, nq, k, kvechi, pvechi, qvechi: integer1 
fisier: file of blocJ 
inreg: blocJ 
nuaefis1 nuaefisierJ 

procedure detachJ externalJ 
procedura scrie1 

begin 
write(fisier, inreg)J 
inreg.nr := o 

endJ 
procedura pune(ch1 char)7 

begin 
with inreg do 

begin 
buf[nr] 1= chi 
if nr>= lgbuf then 

scrie 
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end; 

elae 
nr 1= aucc(nr)1 

end 

procedura conv_real(var x: real; 
var nr: integer; 
var f: buffer); external; 

procedura conv_int(var x: integer; 
var nr: integer; 
var f: buffer); external; 

procedura converteate; 
begin {COHVERTBSTB} 

witb inreg do 
begin 

end; 

conv int(lung, nr, buf); 
conv-int(inalt, nr, buf); 
conv-real(pmin, nr, buf); 
conv-real(p111&x, nr, buf); 
conv-real(qmin, nr, buf); 
conv-real(qmax, nr, buf); 
end -

procedura citnumefia; 
begin 

write('Numele flaierului:'); 
readln(numefis); 

end; 

linclude mandelbl.pas; 

procedura deseneaza figura; 
begin -

verifica datele; 
deltap 1= (piax - pmin) / lung; 
deltaq := (qmax - qmin) / inalt; 
■in( - qmin, qmax, ■inimq); 
if llinilllq <= O tben 

dreptunghi(pmin, pmax, qm.in, qmax) 
else 

begin 

end; 

patrat(pmin, paax, llinillq); 
dreptungbi(pmin, pmax, qm.in, - ■inimq); 
dreptunghi(pmin, pmax, llinimq, qmax) 
end; 

procedura citeate datele; 
begin -

writeln('Introduceti lung !nalt pmin pmax q■in qmax')I 
read(lung, !nalt, pmin, pmax, q■in, qmax) 

end; 

begin { 111&in} 
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citnwaefis1 
rewrite(fisier, numefis)J 
citeste datele1 
verifica dateleJ 
inreg.nr-:= 01 
detach1 
converteste1 
deseneaza figura1 
scrie1 -
break(output) 

end. 

{[1-1} 
{$NOCHECK} 
progran CJJ 

Programul CJ.pas 

{ desenarea pe terminalul color .a nultilllilor 
JULIA folosind flaiere intermediare } 
const 

inaltime_ecran = 287J 
m = 100.0p 
kmare = 1607 
nrculori = Bp 
US= 31J 
lungime ecran= 4471 
lgbuf =-5097 

type . 

buffer= packed array [0 •• lgbuf) of char1 
bloc= 

record 
nr1 integer1 
bufa buffer 

endJ 
numefisier = packed array (1,,12] of char1 
culori= array [0,,7) of 0 •• 11 

const 
redef = culori(7, 3, 2, 6, s, 1, 4, 0)p 

var 
ninimx, ninillly, x, deltax, deltay, p, q, xnin, Dlllx, 
ymin, ynax, y, xl, x2, y2, ri real1 · 
opt, dr, sscxl, sacyl, scxl, scx2, scyl, scy2, inalt, 
lung, nx, ny, k, kvechi, xvechi, yvechi: integer1 
fiaier1 file of blocp 
inreg: blocp 
nunefia: numefisierJ 

procedura inibufJ externalJ 
procedura outchr(kl integer)J external1 
procedura waitp external1 
procedura delmodep externalp 
procedure outbufp externalp 
procedura ini_gr1 external1 

so----------------------------------



procedura move(x, y1 integer); externa!; 
procedura draw(x, y: integer); external; 
procedure ink(ka integer); external; 
procedura detach; externa!; 
procedura citeste; 

begin 
read(fisiar, inreg); 
inreg.nr 1= o 

end; 
procedura scoate(var ch1 char); 

begin 
with inreg do 

begin 

endr 

eh 1• buf[nr]; 
if nr:::- lgbuf then 
cite■te 

el■e 
ar 1• ■ucc(nr), 

end 

linclude julia2.pa■ J 

praceclara citfis(var k1 integer); 
••r 

cbl CbarJ 
bet'ia 

■coate(ch); 

k 1• ord(ch) 
end; 

liDClude julial.pas; 
procedura citnU11efis; 

begin 
write('Ruaele fisierului :'); 
readln(nwa.efis); 

end; . 

begin { -in} 
inibuf; 
citnwa.efis; 
reset(fisier, nwa.efis); 
delmode; 
outbuf; · 
citeste; 
deconverteste; 
scrie_datele; 
deseneaza figura 

end. -

Pachetul de programe FRACTALI 
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{(1-1} 
{$HOCBBCK} 
program CM; 

Programul GM.pas 

{ desenarea pe terminalul color a multim.ilor 
MAHDELBROT folosind fisiere intermediare} 
const 

inaltime_ecran = 2871 
m = 100.0; 
kmare = 160; 
nrculori = 8; 
US= 31; 
lungime ecran= 447; 
lgbuf =-509; 

type 
buffer a packed array [0 •• lgbuf] of char; 
bloc• 

record 
nrs integer; 
bufi buffer 

end; 
nllll8fisier = packed array [l •• 12] of char; 
culori= array [0 •• 7] of 0 •• 11 

const 
redef = culori(7, 3, _2, 6, 5, 1, 4, o,i 

var 
ninblq, x, deltap, deltaq, p, q, (min, pllUlX, qmin, 
q:max, y, xl, x2, y2, r: real; 
opt, dr, sscpl, sscql, scpl, scp2, scql, scq2, inalt, 
lung, np, nq, k, kvechi, pvechi, qvechi: integer; 
eh: char; 
fisier1 file of bloc; 
inreg: bloc; 
numefis: numefisier; 

procedura inibufi externali 
procedura outchr(k: integer); externali 
procedure wait; externa!; 
procedure delmode; external; 
procedure outbufi externali 
procedura ini gr; externali 
procedura move(x, y: integer)1 externalJ 
procedure draw(x, y: integer)i externalJ 
procedura ink(k: integer)i externalJ 
procedura detach; external; 
procedura citeste; 

begin 
read(fisier, inreg)J 
inreg.nr := o 

end; 
procedure scoate(var eh: char); 
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begin 
with inreg do 

begin. 

endJ 

eh 1= buf[nr] J 
if nr>= lgbuf then 

citeste 
else 

nr := succ(nr) J 
end 

linclude mandelb2.pasJ 
linclude citfis.pasJ 
linclude 1114ndelb3.pasJ 

procedure.scrie dateleJ 
begin -

move(O, 24 + inaltime_ecran)J 
outchr(us)J 
outbufJ 
waitJ 
writeln(' LG=', lung: 3, ' IN=', inalt: 3, 'PMI=', 

pmin: 3: 1, ' PNA=', pmax: 3: 1, ' QMI=', 
qmin: 3: 1, 'QMA=', qmax: 3: l)J 

endJ 
procedure citnumefisJ 

begin 
write('Numele fisierului :'); 
readln(numefis)J 

endJ 
procedure pozc(var x, y: integerJ 

var eh: char); externalJ 
procedure afla coord(var p, q: realJ 

- var ch1 char) J 
begin 

pozc(np, nq, ch)J 
p := (np - sscpl) * deltap 
q := (nq - sscql) * deltaq 

end; 

begin { main} 
inibuf; 
citnumefis; 
reset(fisier, numefis); 
del.mode; 
outbuf; 
citeste; 
deconverteste; 
scrie datele; 
deseneaza_figura; 
repeat; 

afla_coord(p, q, eh); 

+ pminJ 
+ qmin; 
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writeln('P=', p: 8: 6, 'Q=', q: 81 6) 
until ord(ch) = 13: 

end. 

{(1-)} 
{$nocheck} 
prograJD DCJJ 

Programul DCJ.pas 

{ desenarea pe terminalul alb-negru a ■ultimilor 
JULIA folosind fisiere intermediare } 
const 

inaltime ecran= 287: 
m. = 100.0: 
kmare = 160: 
nrculori = 2: 
US = 31J 
lungime ecran= 447: 
lgbuf =-509: 

type 
buffer= packed array [O •• lgbuf] of char: 
bloc= 

record 
nr: integer, 
buf: buffer 

end: 
num.efisier = packed array [l •• 12] of char: 
culori= array [0 •• 7] of o •• 7; 

const 
redef = culori(7, 3, 2, 6, 5, 1, 4, O)J 

var 
m.inim.x, m.inimy, x, deltax, deltay, p, q, xm.in, xm.ax, 
ym.in, ym.ax, y, xl, x2, y2, r: real; 
opt, dr, sscxl, sscyl, scxl, scx2, scyl, scy2, inalt, lung, 
nx, ny, k, kvechi, xvechi, yvechi: integer: 
flaier: file of bloc: 
inreg: bloci 
n11111efis: n11111efisier1 

procedura inibufJ externalJ 
procedura outchr(k1 integer: external: 
procedure waitJ external: 
procedura delmode: external: 
procedure outbufi external: 
procedure ini gri external: 
procedura move(x, y: integer): externalJ 
procedura draw(x, y: integer): externalJ 

. procedure ink(k: integer) 1 external: 
procedura detach: externalJ 
procedura citestei 

begin 
read(fisier, inreg)J 
inreg.nr := O 

S4 ------------------------------



end; 
procedure scoate(var ch1 char); 

begin 
with inreg do 

begin 
eh:= buf[nr]; 
if nr>= lgbuf then 

citeste 
else 

nr := succ(nr); 
end 

end; 

linclude julia2.pas; 

procedura citfis(var k1 integer); 
var 

ch1 char; 
begin 

scoate(ch); 
k 1= ord(ch) mod nrculori; 

end; 

linclude julia3.pas; 

procedura citnumefis; 
begin 

write('Hlllllele fisierului :'); 
readln(nuaefis); 

end; 
procedure pauza(tim: real); 

var 
x: real; 

begin 
X 1= time; 
while time < x + tim / 3600 do 

end; 

begin { main} 
inibuf; 
citnumefis; 
reset(fisier, numefis); 
ini gr; 
outbuf; 
citeste; 
deconverteste; 
deseneaza figura; 
pauza(lO)°i' 

end. 

Pachetul de pl"O".,ramc FRACTALI 

.. 

------------------------------- ss 



APLICAŢII ÎN TBORIA FRACTALILOR 

S6 

{(1-]} 
{$ROCBECK} 
program DCM1 

Programul DCM.pas 

{ desenarea pe terminalul alb-negru a multimilor 
MARDBLBROT folosind fisiere intermediare } 
const 

inaltime_ecran = 2871 
11 = 100.01 
lanare = 1601 
nrculori = 21 
US= 311 
lungime ecran= 447; 
lgbuf =-5091 

type 
buffer= packed array [O •• lgbuf] of char; 
bloc= 

record 
nr1 integer; 
buf: buffer 

end1 
nU11efisier = packed array [l •• 12] of char1 
culori• array [0,.7) of o •• 7; 

const 
redef = culori(7, 3, 2, 6, s, 1, 4, O); 

var 
llinimq, x, deltap, deltaq, p, q, pmin, pmax, qmin, 
ql!aX, y, x~, x2, y2, r: real; 
opt, dr, sscpl, sscql, scpl, scp2, scql, scq2, inalt, lung, 
np, nq, k, kvechi, pvechi, qvechi: integer; 
eh: char; 
fisier1 file of bloc; 
inreg: bloc; 
numefis1 nunefisier1 

procedure inibuf; external; 
procedure outchr(k: integer); external: 
procedura wait; external; 
procedure dellllode; external; 
procedure outbuf; external; 
procedure ini_gr; external; 
procedure move(x, y: integer); external; 
procedure draw(x, y: inteqer); external; 
procedure ink(k: integer); externa!; 
procedure detach; external; 
procedure citeste; 

begin 
read(fisier, inreg); 
inreg.nr := O 

endJ 
procedure scoate(var eh: char); 
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begin 
with inreg do 

begin 

end; 

eh c= buf [nr] i 
if nr>= lgbuf then 

citeste 
else 

nr := succ(nr) i 
end 

linclude mandelb2,pasi 
linclude citfis.pasi 
linclude mandelb3.pasi 

procedura scrie datelei 
begin -

move(O, inaltime_ecran)i 
outchr(us)i 
outbufi 
waiti 
writeln(' LG=', lung: 3, ' IN=', inalt: 3, 'PMI•', pmin: 

3: 1, • PMA=', pmax: 3: 1, 'QMI=', qmin: 3: 1. 
'QMA=', qmax: 3: l)i 

endi 
procedure citnumefisi 

begin 
write('Numele fisierului t')i 
readln(numefis)i 

enai 
pro~edure pozc(var x, y: integeri 

var eh: char)i externali 
procedura afla_coord(var p, q: reali 

var eh: char); 
begin 

pozc(pp, nq, eh); 
p := (np - sscpl) * deltap + pmini 
q := (nq - sscql) * deltaq + qmin; 

end; 
function getnr:chariexternali 

begin { main} 
inibufi 
citnumefisi 
reset(fisier, numefis)i 
ini gri 
outbufi 
citestei 
deconvertestei 
scrie datelei} 
deseneaza figura; 

repea~ untÎl getnr='Q'i 
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repeat; 
afla coord(p, q, eh); 
writiln('P=', p: 81 6 1 'Q=', q1 8: 6) 

until ord(ch) = 13; 
end. 

Proceduri citate cu include 
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JULIA1 

procedura dreptunghi(xl, x2, yl, y2: real); 
var 

nx, ny1 integer; 
begin 

acxl := sscxl + round((xl - Xlllin) 
scyl := sscyl + round((yl - ymin) 
dr 1= round((x2 - xl) / deltax); 

/ delto:); 
/ deltay); 

for ny := O to round((y2 - yl) / deltay) do 

end; 

for nx := O to dr do 
begin 
calcul(xl + nx * deltax, yl + ny * deltay, k); 
punct(nx, ny, k); 
end; 

procedura patrat(minimx, minimy: real); 
var 

nx, ny: integer; 
begin 

scxl 1= sscxl + round(( - minl.DIX - xmin) / deltax); 
scx2-:= scxl + 2 * round(minimx / deltax); 
scyl := sscyl + round(( - minimy - ymin) / deltay); 
scy2 := scyl + 2 * round(minimy / deltay); 
dr 1= round(minimx / deltax); 
for ny := O to round(2 * minimy / deltay) do 

end; 

for nx := o to dr do 
begin 
calcul(-minimx + nx * deltax,- minimy+ny * deltay,k); 
b1punct(nx, ny, k); 
end; 

procedure min(a, b, c, d: real; 
var minimx, minimy: real); 

begin 
minimx 1= a; 
if minimx > b then 

minimx := b; 
minimy := c; 
if minimy > d then 

minimy := d; 
end; 

procedura verifica_datele; 
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procedure schilllba(var x, y: real)1 
var 

zr reali 
begin 

z 
X 

y 
end1 

begin 

r= Xi 
r= Y1 
:= z 

if xmin > xmax then 
schimba(xmin, xmax)J 

if ymin > ymax then 
schimba(ymin, ymax) 1 

if lung> lungime ecran then 
lung:= lungime-ecran1 

if inalt > inaltime ecran then 
inalt r= inaltime:ecran 

end1 

JULIA2 

procedura deco real(var x: reali 
- var nr: integer1 

var f: buffer)1 external1 
procedure deco int(var x: integer1 

- var nr: integer1 
var f: buffer)J external1 

procedure deconverteste1 
begin {DECONVERTESTE} 

with inreg do 
begin 

end1 

deco_real(p, nr, buf)J 
deco_real(q, nr, buf)J 
deco int(lung, nr, buf)J 
deco-int(inalt, nr, buf)J 
deco-real(xmin, nr, buf)J 
deco-real(xmax, nr, buf)J 
deco:real(ymin, nr, buf)J 
deco_real(ymax, nr, buf)J 
end 

procedure aprinde(x, yr integer)J 
begin 

move(x, Y) 1 
draw(x, y) 

end1 
procedura bipunct(nx, ny, k: integer)J 

begin 
if nx = O then 

begin 
kvechi := k1 
xvechi := nx1 
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yvechi := ny; 
end 

else if (k <> kvechi) or (nx dr) then 
begin 

end; 

ink(redef[kvechi]); 
move(scxl + XTechi,scyl + yvechi); 
draw(scxl + nx,scyl + ny); 
move(scx2 - xvechi,scy2 - yvechi); 
draw(scx2 - nx,scy2 - ny); 
xvechi := nx; 
yvechi s= ny; 
if (k <> kvechi) and (nx dr) then 

begin 
ink(redef[k]); 
aprinde(scxl + nx,scyl + ny); 
aprinde(scx2 - nx,scy2 - ny); 
end; 

k'O'echi := k; 
end; 

procedure punct(nx, ny, k: integer); 
begin 

if nx = O then 
begin 
kvechi := k; 
ink(redef[k]); 
move( scxl, scyl + ny); 
end 

else if (k <> kvechi) or (nx dr) then 
begin 

end; 

ink(redef[kvechi])l 
draw(scxl + nx,acyl + ny); 
if (k <> kvechi) and (nx = dr) then 

begin 
ink(redef[k]); 
aprinde(scxl + nx,scyl + ny); 
end; 

kvechi := k; 
end; 

JULIA3 

procedure dreptunghi(xl, x2, yl, y2: real); 
var 

nx, ny: integer; 
begin 

scxl := sscxl + round((xl - xm.in) / deltax); 
scyl 1= sscyl + round((yl - ymin) / deltay); 
dr:= round((x2 - xl) / deltax); 
for ny := O to round((y2 - yl) / deltay) do 

for nx := O to dr do 
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begin 
citfis(k); 
punct(nx, ny, k); 
end; 

end; 
procedura patrat(minimx, lllinilly: real); 

var 
nx, ny1 integer; 

begin 
scxl 1= sscxl + round(( - m.i.nlllll: - Dli.n) / deltax); 
scx2 1= scxl + 2 * round(minimx / deltax); 
scyl 1= sscyl + round(( - minilly - ymin) / deltay); 
scy2 1= scyl + 2 * round(minimy / deltay); 
for ny := O to round(2 * minimy / deltay) do 

begin; 
dr := round(minimx / deltax); 
for nx := O to dr do 

begin 
citfis(k); 
bipunct(nx, ny, k); 
end; 

endJ 
end; 

procedura lllin(a, b, c, d: real; 
var lllinimx, lllinimy: real) ; 

begin 
minimx 1= a; 
if minimx > b then 

lllinimx := b; 
minimy := c; 
if minimy > d then 

111:i.nimy := dJ 
end; 

procedura scalare, 
begin 

sscxl := lungime ecran div 2 + round(xmin / deltax); 
if sscxl < O then 

sscxl 1= o 
else if sscxl > lungime ecran - lung then 

sscxl := lungime ecran - lung; 
sscyl 1= inaltime ecran div 2 + round(ym.in / deltay); 
if sscyl < O then-

sscyl := O 
else if sscyl > inaltime eeţ'an - inalt then 

sscyl 1= inaltime ecran - inalt1 
end; {scalare} -

procedura verifica datele; 
procedure schimba(var x, y: real); 

var 
z: realJ 

begin 
z 1= x; 
X:= y; 
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y 1= Z 

e~d; 
begin 

if xmin > xmax then 
schimba(xmin, xmax); 

if ymin > YJIIAX then 
schimba(ymin, ymax); 

if lung> lungime ecran.then 
lung:= lungime-ecran; 

if inalt > inaltime ecran then 
inalt := inaltime=ecran 

end; 
procedure deseneaza figura; 

begin -
verifica datele; 
deltax 1-; (xmax - xmin) / lung; 
deltay 1= (ymax - ymin) / inalt;, 
scalare; 
min( - xmin, xmax, - ymin, ymax, minimx, 11inim.y); 
if (minimx <= O) or (minimy <= O) then 

dreptunghi(xmin, xmax, ymin, YJDAX) 
else 

begin 
patrat(minillx, minimy); 
dreptunghi(xmin, minimx, ymin, - minilly); 
dreptunghi(xmin, - 11inillx, - miriimy, ymax); 
dreptunghi( - 11inillx, xmax, 11inimy, ymax); 
dreptunghi(minimx, xmax, ymin, 11inilly); 
end; 

outbuf; 
end; 

procedure scrie datele; 
begin -

move(O, inaltime_ecran); 
outchr(us); 
outbuf; 
wait; 
writeln('P=', p: 5: 3, 'Q=', q1 5: 3, 'LG=', lung: 3, 

' IN=', inalt: 3, 'XMI=', xmin: 31 1, 'XMA=', 
xmax1 31 l,' YMI=',ymin:311,' YMA=', yJllaXI 31 l); 

end; 

------------···-----------------------MANDELB1 

procedure calcul(p, q: real; 
var k: integer); 

begin 
k 1= O; 
X 1= 0J 
y 1= O; 
repeat 

k := succ(k); 
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x2 •= aqr(x)i 
y2 ·- aqr(y); 
xl I"' x2 - y2 + PJ 
y •= 2 * X * y + q; 
X 1= XlJ 
r 1= x2 + y2; 

until (r > m) or (k >= kllare); 
k 1= k mod nrculori; 

end; 
procedure dreptunghi(pl, p2, ql, q21 real); 

var 
np, nq: integer; 

begin 
scpl := sscpl + round((pl - pmin) / deltap); 
scql 1= sscql + round((ql - qmin) / deltaq); 
dr 1= round((p2 - pl) / deltap); 
for nq := O to round((q2 - ql) / deltaq) do 

endJ 

for np 1= O to dr do 
begin 
calcul(pl + np * deltap, ql + nq * deltaq, k); 
pune(chr(k)) 
endJ 

procedure verifica datele; 
procedure schilllba(var x, y: real); 

var 
za real; 

begin 
z := x; 
X:= YJ 
y 1= Z 

endJ 
begin 

if pmin > pmax then 
sch.i,lllba(pmin, pmax); 

if qmin > qmax then 
schimba ( qmin, qmax) ; 

if lung> lungime ecran then 
lung 1= lungime-ecran; 

if inalt > inaltiie ecran then 
inalt 1= inaltime:ecran 

endi 

procedure patrat(pl, p2, minillq: real); 
var 

np, nq1 integer; 
begin 

scpl 1= sscpl + round((pl - pmin) / deltap)J 
scql := sscql + round(( - minimq - qmin) / deltaq); 
scq2 1= scql + 2 * round(minimq / deltaq); 
dr 1= round((p2 - pl) / deltap); 
for nq sz= O to round(lllinimq / deltaq) do 
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end1 

for np := O to dr do 
begin 
c~ul(pl + np * deltap, - llinimq + nq * deltaq, k)J 
plhle-( chr ( k) ) 1 
end1 

procedura min(a, b: realJ 
var c: real); 

begin 
C := a; 
if C > b then 

c 1= b 
end1 

MANDELB2 

prccedure deco real(var x1 real; 
- var nr: integer1 

var f1 buffer)J external; 
procedure deco int(var x: integer1 

- var nr1 integer1 
var f: buffer)J externalJ 

procedura deconverteste1 
begin {deconverteste} 

with inreg do 
begin 

end1 

deco int(lung, nr, buf)J 
deco-int(inalt, nr, buf)J 
deco-real(pmin, nr, buf)J 
deco-real(pmax, nr, buf)J 
deco:real(qmin, nr, buf)J 
deco real(qmax, nr, buf); 
end -

procedura aprinde(x, y: integer)J 
begin 

move(x, y); 
draw(x, y) 

end; 
procedura punct(np, nq, k: integer); 

begin 
if np = O then 

begin 
kvechi := kJ 
move(scpl, scql + nq); 
end 

else if (k <> kvechi) or (np = dr) then 
begin 
ink(redef[kvechi]); 
draw(scpl + np, scql + nq)J 
if (k <> kvechi) and (np = dr) then 

begin 
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ink(redef[k)); 

end; 

aprinde(scpl + np, scql + nq); 
end; 

kvechi 1= k; 
end; 

MANDELB3 

procedura dreptunghi(xl, x2, yl, y2: real); 
var 

np, nq1 integer; 
begin 

scpl 1= sscpl + round((xl - pmin) / deltap); 
scql 1= sscql + round((Yl - qmin) / deltaq); 
dr 1= round((x2 - xl) / deltap); 
for nq 1= O to round((y2 - yl) / deltaq) do 

end; 

for np 1= O to dr do 
begin 
citfis(k)J 
punct(np, nq, k); 
end; 

procedura bipunct(np, nq, k1 integer); 
begin 

if np = o then 
begin 
kveabi 1• kJ 
pvec:hi I• DPJ 
qvec:hJ. I• lllaJ 

end 
el■e if (Ic<> kvechi) or (np „ dr) then 

begia 

end; 

i.Dlt(redef[kvechi)); 
.we(■cpl + pvechi, scql + qvechi); 
drav( ■cpl + np, ■cql + nq); 
_,,.e( ■cpl + pvechi, scq2 - qvechi); 
drev( ■cpl + np, scq2 - nq); 
pvachi I"' np; 
qvec:hi 1• nq; 
if (Ic<> kvechi) and (np = dr) then 

begin 
ink(redef[k]); 
aprinde( ■cpl + np, scql + nq); 
aprinde(scpl + np, scq2 - nq); 
end; 

kvechi 1= k; 
end; 

procedura llin(a, b: real; 
var c1 real); 

begin 
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C I= aJ 
if c > b then 

c 1= b 
end; 

procedure patrat(pl, p2, minimq: real)J 
var 

np, nqr integer1 
begin 

scpl r= sscpl + round((pl - ~n) / deltap)J 
acql := sscql + round( ( - minimq - qmin) / deltaq) J 
scq2 r= scql + 2 • round(minimq / deltaq); 
dr r= round((p2 - pl) / deltap)J 
for nq := O to round(minimq / deltaq) do 

endJ 

for np r= O to dr do 
begin 
citfis(k)J 
bipunct(np, nq, k)J 
endJ 

procedura scalareJ 
begin 

sscpl := lungille ecran div 2 + round(pmin / deltap)J 
if sscpl < O then 

sscpl 1= O 
else if sscpl > lungime ecran - lung then 

sscpl := lungille ecraii - lung; 
sscql 1= inaltille ecran div 2 + round(qmin / deltaq)J 
if sscql < O then-

sscql := o 
else if sscql > inaltille ecran - inalt tben 

sscql r= inaltille ecran - inaltJ 
endJ {scalare} -

procedura verifica_datele; 
procedure schillba(var z, yr real)J 

var 
ZI real; 

begin 
z := x; 
z r= YJ 
y r= z 

endJ 
begin 

if ()lllin > pmax then 
schilllba(pmin, pmax); 

if qm.in > qmax then 
schiaba ( qmin, qmax) J 

if lung> lungiae ecran then 
lung 1= lungime-ecran; 

if inalt > inaltime ecran then 
inalt r= inaltill~:ecran 

end; 
procedura deseneaza_figuraJ 

begin 
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verifica datele; 
deltap :; (pmax - pmin)' / lung; 
deltaq := (qmax - qmin) / inalt; 
scalare; 
min( - qmin, qmax, minimq); 
if minimq <= o then 

dreptunghi(pmin, pmax, qmin, qmax) 
else 

begin 
patrat(pmin, pmax, mini.mg); 
dreptunghi(pmin, pmax, qmin, - minimq); 
dreptunghi(pmin, pmax, minimq, qmax); 
end; 

outbuf; 
end; 

5.7.4. Biblioteca grafică GRAF.olb 

Ţinînd seama că limbajul PASCAL nu are implementată posibilitatea 
utilizării zonelor de date comune (instrucţiunea COMMON din 
FORTRAN 77) biblioteca a fost astfel elaborată încît si fi-e eliminat acest 
obstacol, făcînd-se desigur apel la un artificiu impus de realitatea 
limbajului. în continuare, vom prezenta modul de construire a bibliotecii 
grafice, dar mai înainte prezentăm lista procedurilor conţinute şi care pot 
fi apelate din programe aplicative de grafică. 

Proceduri grafice din biblloteca GRAF 

procedure ORA W trasează un segment de dreaptă din punctul curent 
(x,y: integer) pînă în punctul de coordonate absolute (x,y) 

procedure MOVE intră în modul grafic şi punctul curent devine 
(x,y: integer) punctul de coordonate absolute (x,y) 

procedure APRINDE aprinde punctul de coordonate absolute (x,y) (x,y: integer) 

. procedure TYPE_AT tipăreşte tabloul LINE de tip TXT de max. 6 
(x,y: integer; var line: txt; caractere şi de lungime LINE_LG începînd de 

line_lg: integer) la punctul de coordonate (x,y) 

procedure 
intră tn modul de comenzi speciale COMENZI SPECIALE -

procedure INK culoarea cernelii (pe terminalul color) devine 

( col:integer) COL ce poate fi din subdomeniul 0 .. 7, iar ce s-a 
aflat pe ecran pină la acel moment nu se schimbă 
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procedure P APER culoarea fondului pe care se scriu caracterele 
(col: integer) devine COL ce poate fi din subdomeniul 0 .. 7 

procedure SUPERPOSE tipărirea caracterelor se face prin suprapunere 

procedure DELMODE tipărirea caracterelor se face prin ştergere 

procedure terminalul trece în mod TEKTRONIX TEKTRONIX_ MODE 

procedure şterge ecranul, iar culoarea fondului este 
CLEAR - SCREEN culoarea setată prin PAPER 

iniţializează modul grafic, punctul curent devine 
procedure INI_ GR (0,0), fondul VERDE, cerneala GALBEN şi se 

şterge ecranul 

procedure PAPINK analog ca şi INI_ GR, dar fondul are codul i, iar 
(i,j: integer) cerneala codul j 

procedure STERGERE ştergerea ecranului pentru DAF-2020 

procedure VECTOR 
pentru DAF-2020, trasarea vectorilor se face în 
mod uzual dacă MOD V este '??' si se (vect: MOD_ V) - . 
realizează ştergerea dacă MOD_ V este'@@' 

procedure VECTOR afectează rezultatul procedurii DRAW 

procedure INTRA_PROG pentru DAF-2020 se începe programarea 
caracterelor 

procedure IESE_ PROG pentru DAF-2020 se termină programarea 
caracterelor 

procedure COPIE copierea ecranului terminalului DAF-2020 la 
imprimanta matricială 

procedure INTROD afişează cursorul cruce pe DAF-2020 

Proceduri utilizate speclal pentru pachetul FRACTALI 

procedure INIBUF iniţializarea buffcrului ce trebuie să se realizeze înaintea 
apelării oricărei proreduri ce foloseşte buflerul 

procedure OUTBUF transmite bufferul la terminal 

procedure OUTCHR 
depune în buffer caracterul CHR(n) (n: integer) 
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procedure OUTCAR depune în buffer caracterul CH (eh: char) 

procedure OUTBNR scrie în buffer numărul NR în baza BASIS 
(nr, basis: integer) 

forţează task-ul să aştepte terminarea operaţiilor 
de 1/0; în mod obişnuit, cînd transmite bufferul la 

procedure W AIT terminal, task-ul transmite comanda de tipărire a 
şirului de caractere şi continuă mai departe, fără 
să aştepte sfirşitul operaţiei de tipărire 

pentru terminalele alb-negru se poziţionează în 
procedure DMOVE linia LIN şi coloana COL, unde LIN ia valori în 

(lin, col: integer) subdomeniul 1..24, iar COL ia valori în 
subdomeniul 1..80 

procedure VID_INV trecerea în modul video-invers 

procedure VID _NOR trecerea în modul video-normal 

procedure CLEAR ştergerea ecranului 

procedure TIP _LA pentru TETRIS (lin, col: integer) 

procedure SETGR setează parametrii folosiţi de DMOVE, 
(term: TIP _TERMINAL) VID _INV, VID _NOR şi CLEAR 

procedure VTlOO modul de lucru VTlOO pentru terminal 

procedure VT52 modul de lucru VTS2 pentru terminal 

procedure ANSI modul de lucru ANSI pentru terminal 

interoghează terminalul şi tntoarce tipul 
function ASKTERM terminalului; se ataşează terminalul astfel ca să 

nu acţioneze nici măcar tasta <CTRL/C> 

Observaţie: Biblioteca GRAF.olb conţine cîteva rutine (scrise în limbajul 
MACRO) care eclipsează unele puncte de intrare din PASLIB.olb în 
scopul utilizării aceluiaşi buffer de ieşire la rutinele de grafică şi la cele 
apelate de instrucţiunile de ieşire (WRITE, WRITELN, etc). Acest 
artificiu a fost impus de implementarea compilatorului PASCAL V02.H 
sub sistemul de operare RSX-llM. 
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Proceduri sursă 

70 

Program Tekdr1 
{$n011ain} 
{$own} 

TEKDR.pas 

{ modul de lucru TEXTRONIX } 
Const 

white = 07 
green = 27 
yellow = 47 
black = 77 
max_len = 807 

\Include lb:[l,l)graf.def 
linclude termgr.def 

Var 
lyh, lyl, lxh, lxl1 integer1 
{ current pixel coordinate codes} 

Procedure Draw1 
Var 

hiy, loy, hix: integer1 
Begin 

ifx<Othen 
X :s O; 

if y < O then 
y := 01 

X 1= X* 27 
Y 1= Y * 27 
{ cam.pute coordinate codes} 
hiy 1= y div 32 or 321 
loy := y mod 32 ~r 967 
hix 1= x div 32 or 321 
{ output them ( only if needed) 
and aave them as current pixel} 
if hiy <> lyh then 

begin 
outchr(hiy) 1 
lyh := hiy 
end7 

if hix <> lxh then 
begin 
outchr(loy) 1 
outchr(hix) 1 
lyl := loy1 
lxh := hix 
end 

else if loy <> lyl then 
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begin 
outchr(loy); 
lyl := loy 
end; 

lxl := x mod 32 or 64; 
outcA:t(lxl) 

End; 

Procedure Move; 
Begin 

outchr(GS); { do not trace next "draw• } 
draw(x, y) 

End; 

Procedure Aprinde; 
begin 

move(x, y); 
outchr(lxl) 

end; 

Procedure Type_at; 
Var 

i: integer; 
Begin 

11ove(x, y); 
outchr(US);{Tektronix alpha mode;the first character} 
for i := 1 to line lg do { will be typed at 1,y} 

outchr(ord(line[i])) 
End; 

Function cvt(n: integer): integer; 
{ one Ji1it integer to ASCII conversion} 
Begin 

cvt := ord('O') + n 
End; 

Procedure coa-nzi speciale; 
begin 

ou tc)l,r ( esc ) ; 
OUtC'l'C'(, X') 

end; 

Procedure Ink; 
Begin " 

comenzi_speciale; 
outc~r(nrd('C')); 
out0•r(cvt(col)) 

End; 

Procednte P~er; 
Begin 

come~zi apeciale; 
outchr(~L"'d( 'F')); 
outchr(cvt(col)) 
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End; 

Procedura Superpose; 
Begin 

c0111enzi_apeciale1 
outchr(ord('2')) 

End; 

Procedura Delmode; 
Begin 

comenzi_speciale; 
outchr(ord('3')) 

End; 

Procedure Tektronix_mode; 
Begin 

outchr(ESC) I 
outchr(ord('l')) 

End; 

Procedure Clear_screen; 
Begi-

outchr ( ESC ) I 
outcbr(FF) End; 

Procedure Ini gr; 
Begin -

OUTCmt(ESCJ I 
OUTCHR(ORD{'<'})I 
papink(green, yellow) 

end; 

Procedure PAPIRK; 
Begin 

tek1:ronix_mode; 
delmode; 
paper(I) I 
ink(J) I 
clrtekJ 

End; 

Procedure d'lrtek; 
begin 

clear acreen; 
{ set-false coordinates 
to currebt pixel 'to assure 
an effectiveillove J 
lyh I'"' 33; 
lyl 1= 97J 
lxh 1= 33J 
lxl 1= 65J 
move(0, 500) 

end1 
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PROCEDURE VECTOR; 
BEGIH 

COMERZI_SPECIALB; 
OU'l'CBR(SOB); 
OUTCBR(ORD(VECT[l])); 
OUTCBR(ORD(VECT[2])) 

BHD; 
procedure vtlOO; 

begin 
comeazi_■peciale; 

outchr(ord('l')) 
end; 

procedure vt52; 
begia 

outchr(esc); 
outbuf; 
wait; 
writela('[?21'); 

ead; 
procedura aasiJ 

be9in 
outchr(asc); 
outchr(ord( '<')) 

end; 
procedura iatra_prog; 

begia 
comenzi_speciale; 
outchr(ord('P')) 

end; 
procedura iase_prog; 

begin 
C(aenzi speciale; 
outchr(ord( 'A')) 

ead; 
procedura copie; 

begin 
outchr(esc) J 
outchr(etb) J 
outbuf 

endJ 
procedura introdJ 

begin 
eutchr(e.sc) J 
outchr ( sub 1 , 

Olltbuf 
endJ 

progrlllll termgr; 
{$n0111a.in} 

Pachetul de programe FRACTALI 

TE~GR.pas 
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{$own[l-]} 
{ modul de lucru VT 100 } 
conat 

dc4 = 20; 
dc2 = 18; 
eac = 27; 
bell = 7; 
ba= 8; 
ff = 12; 

var 
cdl, cd2, cd3, cvl, cv2, cv3, cvi2, cvn2, clrl, 
clr2, clr3, clr4, 
tenu integer; 

lincluda outti.def; 
linclude aat.daf; 
lincluda termgr.def; 

procedure exitat(n: integer) ;external 
procedure dmove; 

begin 
outchr(cdl); 
outchr(cd2); 
if ta:cm <> 1 then 

begin 
outchr(31 + lin);if term=3 then outchr(ord(';')); 
outchr(31 + col) 
and 

elaa 
begin 
outchr(31 + col); 
outchr(31 + lin) 
and; 

outchr(cd3) 
and; 

procedura vid inv; 
begin -

outchr(cvl); 
outchr(cv2); 
outchr(cvi2); 
outchr(cv3) 

end; 
procedura vid nor; 

begin -
outchr(cvl); 
outchr(cv2); 
outchr(cvn2); 
outchr(cv3) 

end; 
procedure clear; 

bagin 
outchr(clrl); 
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outchr(clr2); 
dmove(l, l); 
viD nor; 
outbuf 

end; 
procedure tip la; 

begin -
dmove(lin, col• 2 - l); 
outchr(ord(' ')); 
outchr(ORD(' ')) 

end; 
procedura setgrf; 

begin 
term :=terminal; 
case terminal of 

1: 
begin 
cdl 1= O; 
cd2 1= dc2; 
cd3 1= O; 
cvl I"" O; 
cv2 := dc4; 
cv3 1= o; 
cvi2 1= ord('B'); 
cvn2 1• ord('I'); 
clrl 1=- e■c; 
clr2 1• ord('I'); 
clr3 1= o, 
clr4 1• O 
eadJ 

21. 
begiD 

31 

cdl 1• e■c; 
cd2 1• ord( 'Y'); 
cd3 1=- O; 
cvl 1• O; 
cv2 1• O; 
cv3 •• o, 
cvi2 1• ord( 'N') 
CVD2 1•1 ord( 'O') 
clrl ... esc; 
clr2 1• ord( 'B'); 
clr3 1= O; 
clr4 1= o 
end; 

begin 
cdl := esc; 
cd2 := ord('['); 
cd3 1= ord( 'H' ); 
cvl := esc; 
cv2 := ord('['); 
cvi2 := ord('7'); 

- 64; 
- 64; 
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cvn2 := ord('0')l 
cv3 := ord( 'm'); 
clrl := esc; 
clr2 := ord('[')l 
clr3 := ord('2')l 
clr4 := ord( 'J'); 
out:chr ( esc) ; 
outchr(ord('<'))l{Trece in mod ANSI din mod VT52} 
end; 

otherwise 
BEGIN 
writeln(terminal); 
EXITST(2) 
END 

end; 
end; {setgrf} 

const esc=27;us=3l;cr=l3; 
lf=l0; 

GRAF.def 

ff=l2Jgs=29;enq=S;soh=l;sub=26; 
etb=23J 
dc4=20;dc2=18;bel=7;bs=8; 
ALB=0;ROSU=l;VERDE=2;GALBEN=4;MOV=6;NEGRU=7J 

linclude lb:[l,l]outti,def 
linclude lb:[l,l)tekdr.def 

Observaţie: se include la tnceputul fiecărui program ce foloseşte procedurile 
grafice. 
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Const 
txt_len=6; 

Type 

TEKDR.def 

txt= packed array [l,.txt_len) of chari 
MOD V=PACKED ARRAY[l,,2]OF CHAR; 

Procedure Draw(x,y: int~ger); Externa!; 
Procedure Move(x,y: integer)i External1 
Procedure aprinde(x,y: integer); Externa!; 
Procedure Type at(x,y: integeri 

- var line: txt; 
line lg: integer)J External1 

Procedure Comenzi_speciale; Externa!; 
Procedure Ink(col: integer); Externa!; 
Procedure Paper(col1 integer); External1 
Procedure Superpose; Externa!; 
Procedure Delmode; External; 
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Procedure Tektronix_mode; Exte:t"nal; 
Procedure Clear screen; Externa!; 
Procedure Ini_gr; Externa!; 
Procedure PAPINX(I, J: INTEGER); EXTERNAL; 
procedure STERGERE;external; 
Procedure VEC'l'OR(VECT: MOD V) ;EXTERNAL; 
procedure intra_prog;external; 
procedure iese_prog;external; 
procedure copie;external; 
procedure introd;external; 

Procedure Inibuf; Externa!; 
Procedura OUtbuf; External; 

OUTTl.def 

Procedure outchr(n: integer); External; 
Procedure OUTCAR(CB: char); External; 
Procedure OUTBNR(NR, BASIS: integer); External; 
Procedura WAIT; External; 

TERMGR.def 

type tip terminal=(daf2010,vdt52,daf ansi,daf vt52,daf color); 
procedure dmove(lin, col: integer);external; - -
procedura viD inv;external; 
procedura viD-nor;external; 
procedura cleir;external; 
proccdure tip la(lin, col: integer);external; 
procedure setgrf(terminal:tip terminal);external; 
procedure vtl00;external; -
procedura vt52;external; 
procedura ansi;external; 
function askterm:tip_terminal;external; 

OUTPUT.pas 

procedure wrtlin;external; { writeln} 
procedura $b36;external; 
procedura $b36; begin wrtlin end; 

procedure outasc;external; { write('hgf•: 7) } 
procedure $b32;external; 
procedure $b32; begin outasc end; 

procedure outcha;external; { write('i': 6) } 
procedura $b20;external; 
procedura $b20; begin outcha end; 

n 
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procedura outr0;external; 
procedura $putch;external; 
procedura $putch; begin outr0 end; 

procedura putfil;external; 
,rocedure $b60;external; 
procedura $b60; begin putfil end; 
procedura stctrl(ch1char);external; 

Observaţie: bufferul este_ trimis la terminal dacll se apeleazll OUTPUT sau 
WRITELN, sau dacll s-a umplut mai mult de jumlttate din zona alocatlt 
lui. 

.title soutpt 
.ident /030590/ 

OUTPUT.mac 

.mcall qiow$,dir$,setf$s,wtse$s 

qiowal: qiow$ 
bufi .blkb 

io.wal,5,5,,,,<buf,,40> 
512 • 

• even 
poscrt1 .word buf 
mijloc~ buf+ 300. 

.ma.ero chkpos 
cmp poscrt,tmijloc 
blo .+5 

; daca s-a umplut jumatate 
din buffer se apeleaza 

call outbuf 
.endm 

.ma.ero chkr0 
cmp ro,tmijloc 
blo .+6 
call outbuf 

.endm 

outcar11 
outchr, 1 

movb 2 ( sp) , l!poscrt 
inc poscrt 
chkpos 
mov (sp)+,(sp) 
return 

outbuf11 
cmp poscrt,tbuf 
blos 1$ 

OUTBUF 

mov poscrt,qiowal+q.iapl+2 
sub tbuf,qiowal+q.iopl+2 
dir$ tqiowal 
mov tbuf,poscrt 

analog 
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1$1 return 

inibuf: 1 
mov lbuf,poscrt 

·setf$s 15 
return 

wait:1 wtse$s 15 
return 

outrO:: ;putch 
movb rO,@poscrt 
inc poscrt 
chkrO 
return 

outreg11 
sub lbuf,rO 
ble 1$ 
mov rO,qiowal+q.iopl+2 
dir$ lqiowal 

1$1 mov lbuf, ro 
mov rO,poacrt 
return 

atctrl:: 
clr qiowal+q.iopl+4 
movb 2(sp),qiowal+q.iopl+4 

seteaza caracterul de 
control( conventie 
FORTRAN implicit 

mov (sp)+,(sp) 
return 

outuc:1 
adrasc= 14 
lgair = 12 
lgtot = 10 
rtadr"" 6 

mov rO,(ap) 
mov rl,-(ap) 
mov r2,-(sp) 
mov poacrt,rO 
mov lgtot(sp) ,rl 
aub lgair(ap),rl 
ble 2$ 

;$b32 

1$1 movb I' ,(rO)+ 
aob rl,1$ 

2$1 add lgair(ap),rl 
mov adraac(ap),r2 

3$1 movb (r2)+,(r0)+ 
dec rl 
bgt 3$ 
chkrO 
mov rO,poscrt 
mov (ap)+,r2 

este ' ' ) 
sau O(HULL),'$', •o• 

acrie in buffer un air de 
caractere 
ae apeleaza de exemplu cu 
write( 'ABC') 
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aov (ap)+,rl 
110v (ap)+,ro 
IIOV (ap),6(ap) 
add 16,ap 
return 

$wlnrc: 1 
wrtlin11 1$bl6 ae apeleaza la WRITELR 

cmp poacrt,fbuf 
bne 1$ 
clr -(ap) 
call outchr 

1$1 jmp outbuf 

$b22:1 tat -(ap) 

apel OUTBUF 

outcha:1 1$b20 scrie un caracter in buffer 
eh =- 10 
lgtot = 6 

110v ro, (ap) 
IIOV rl,-(ap) 
aov poacrt,ro 
mov lgtot(ap),rl 

ae 11.peleaza de ex-plu cu 
write( 'S') 

1$1 dec rl 
ble 2$ 
llOVb f' ,(rO)+ 
br 1$ 

2$1 movb cb(ap),(rO~+ 
cbkrO 
IIOV rO,poacrt 
IIOV (ap)+,rl 
mov (ap)+,ro 
IIOV (ap)+,(sp) 
aov (sp)+,(sp) 
return 

$b6211 
mov qiowal+q,iopl+4,-(sp) 
mov f'$,qiowal+q.iopl+4 
~all outbuf 1break 
mov (sp)+,qiowal+q.iopl+4 
return 

putfil11 $b60 
jsr r5,$setio 
iot 
bit 110000, ( r5) 
beq c664 
movb @177776(r5),r0 
call $putch 
br c756 

c664: mov lO(rS),rO 
beq c714 
bitb ffd.ran,f.racc(rO) 

se apeleaza la 
BRBll( OUTPUT) si 
forteaza scrierea cu 
caracterul de control 
'$' 

pentru fisiere de tip 
f .l ,fi,J,e of IRREG 
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beq c714 
sub ll,f.rcnm.+2(r0) 
sbc f.rcnm.(rO) 

c7141 mov 2(r5),r0 
call @lO(rO) se apeleaza la PUT ( f) 
mov lO(rS) ,ro 
beq c756 
bitb tfd.ran,f.racc(rO) 
beq c756 
bic tlOOOOO,(rS) 
IIOV 2(rS),rO 
call @6(r0) 

c756: return 

.psect $$iov,ovr,gbl,d 

.=,.+2 
.word wrtlin 

.=.+4 
.word outrO 

.end 

5.8. Reprezentarea fractalilor in TURBO-PASCAL 

Prezentăm în continuare un program de desenare a structurilor 
fractale în varianta TURBO-PASCAL sub MS-DOS. Consideraţiile 
teoretice privind teoria fractalilor au fost prezentate deja, astfel că nu mai 
insistăm dectt asupra explicaţiilor necesare obţinerii unuj desen folosind 
această sursă. 

Utilizatorul va introduce fereastra tn care "se vede" desenul în forma 
colţ stînga-jos, colţ dreapta-sus; apoi va introduce iniţiala ('J' sau 'M') a 
structurii dorite. Pentru structura Julia, se mai introduc coordonatele 
constantei complexe c=(p,q). 

Apăsarea oricărei taste tn timpul oesenării (sau după terminarea ei) 
produce ieşirea tn sistemul de operare MS-DOS. Pentru comparaţii ale 
culorilor asociate timpilor de evadare cu cele reprezentate pe ecran, s-a 
desenat în dreapta figurii paleta celor 16 culori utilizate. 

Program Fractalsi 
{ 

Programul FRACTA~S 

Program de desenare a structurilor fractale 
Mandelbrot 
Julia 

Autor: Adrian Posea, 15 August 1991 
} 
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Multimea MANDELBROT . 

::::::rn:;::mmm::::mrnm::::::::: 
_r _ -- _,.,.... -- _- _r-

- ~ - -,- -.,. .! ,+ I 

····· ................ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(xmin, ymin, xmax, ymax) = (-2.S, -2, 1.7, 2) 

Mulţime JULIA 
(xmin, ymin, xmax, ymax) = (-1.4, -1.2, 1.4, 1.2) 

(p, q) = (-0.194, +0.6557) 
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----------------------------------------------------------
uses Graph, Crt; 
var x_min, y_llin, x_lllllx, y_max:real; centered1boolean; 
var x, y1real; 
var p, q1real; ax, sy, s:real; 
var 1, j, k1inte-;ier; GraphModeainteger; 

b, v1integer; c1cbar; 
const 1=64; N=lOO.O; 
colour,'array [0 •• 15) of o •• 15 = 

(6,S,3,2,1,7,15,13,12,14,4,0,10,11,9,8); 

-------------------------------------------------------procedura Julia; 
{ 

} 

Procedura calculeaza indicele k 
pentru iteratia Julia 

var tx, ty, tmp:real; 
begin · 
k1=0; tx1=x; ty1=y; 
repeat 
begin 

k1=k+l; 
tmp1=tx•tx-ty•ty+p; ty:=2*tx•ty+q; tx:=tmp; 

end until (tx•tx+ty•ty > M) or (k > l); 
end; 
procedura Mandelbrot; 
{ 

} 

Procedura calculeaza indicele k 
pentru iteratia Ma.ndelbrot 

var tx, ty, tmp:real; 
begin 
k1•0; t~I-Xi ty1-y; 
repeat 
begin 

k:=k+l; 
tmp:=tx•tx-ty•ty+x; ty1=2•tx•ty+y1 tx:=tmp; 

end until (tx•tx+ty•ty > M) or (k > l); 
end; 
begin { main} 
{ 

} 

Programul de desenare a structurilor fractale 
tine seama de simetria acestora: 

- structura Ma.ndelbrot este simetrica fata de ox; 
- structura Julia este simetrica fata de origine. 

Desenul se face pe un ecran standard pe care se reprezinta 
fereastra definita de utilizator. 

ClrScr; centered:=True; 
write( 'Init window: '); readln(x_llin, y_llin, x_max, y_max); 
if abs(x lllllX+X min) > 0.001 then centered := False; 
if abs(y:max+y:llin) > 0.001 then centered := False; 

---------------------------------- 83 



APLICAŢII ÎN TEORIA FRACTALILOR ----------------

................... ············· -:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-:-: 

Mulţime JULIA 
(xmin, ymin, xmax, ymax) = (-1.5, -1.S, 1.5, 1.5) 

(p, q) = (-0.39054, +0.58679) 

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

Mulţime JULIA 
(xmin, ymin, xmax, ymax) = (-1.5, -1.2, 1.5, 1.2) 

(p, q) = (-1.27334, +0.00742) 
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w:=640J sx:=(x max-x 11in)/w1 
b:=3507 sy:=(yux-y-min)/h1 
s1=sx1 if sy >-s tbeii s:=sy1 

Reprezentarea fractalilor ID nJRBO-P ASCAL 

h:=round((Y max-y lllin)/s)1 if centered tben h:=b div 21 
w:=round((x-max-x-11in)/s)1 
repeat begin write( 'Julia or Mllndelbrot ? ') 1c:=UpCa■e(Readltey) 1 end 
until (c='J') or (c='M')J { se alege intre Julia sau Mllndelbrot 
tastind initiala nllllelui structurii; alta litera este nepermisa.} 
if c = 'J' then 
begin write('For Julia set enter p, q = ')1 
read(p,q); end1 

k1=Detect1 InitGrapb(k, GrapbNode, 'f:\pascal\bgi')1 
xa=x ain1 
for i:=O to w do 
begin 
y:=y min; 
for j1=0 to h do 
begin 
if KeyPressed then lllllt1 { ProgrllllUl poate fi intrerupt 
in orice moment prin apasarea unei taste oarecare} 
if c='M' then 
begin 
Mllndelbrot; 
if k < l tben 

if centered then 
begin 
Putpixel(i, h+h-j, colour[k mod 16))1 
Putpixel(i, j, colour[k mod 16))J 
end else Putpixel(i, h-j, colour[k mod 16)); 

end 
else 
begin 
Julia1 
if k < 1 tben 
if centered tben 
begin 
Putpixel ( i, b+h-j, colour [ k mod 16 J H 
Putpixel(w-i, j, colour[k mod 16))1 
end else Putpixel(i, b-j, colour[k mod 16)); 

end; 
Yl""'Y+SJ 
endJ 
x1-x+s1 

end; 
{ Desenare benzi colorate pentru comparatia culorilor 
ce apar in structurile fractale reprezentate} 
for ia-w+30 to 650 do 
for ja=O to 19 do 
for ka=O to 15 do 
Putpixel(i, 20*k+j, colour[k])J 
c1-Readltey1 {iesirea spre DOS se face apasind o tasta oarecare} 
elld. 
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5.9. Anexi 

Elemente privind utilizarea terminalelor grafice DAF-2020, 
DAF-2020C, VDT-52S , ALFAGRAF-200 

Terminalele grafice DAF-2020, DAF-2020C, VDT-52S, 
ALFAGRAF-200 stnt dispozitive de afişare alfanumerică şi grafică avînd 
posibilităţi de lucru interactiv prin comunicaţie cu calculatorul electronic. 
Aceste dispozitive se utilizea7.ă într-o gamă largă de domenii: cercetare-proiectare 
asistată de calculator, aplicaţii tehnico-ştiinţifice, învăţămînt, aplicaţii de 
evidenţa şi gestiune, aplicaţii economice, medicină, geologie etc. 

Termlnalul DAF-2020 

Terminalul are 3 moduri de lucru: TEKTRONIX 4010, VT 100, 
COMENZI SPECIALE şi 4 regimuri de lucru: alfanumeric, grafic, 
introducere grafică, copie imprimantă. Trecerea dintr-un mod de lucru în 
altul se face prin comenzi simple de la tastatura terminalului sau din 
programele de aplicaţii. Modul de lucru în care se află terminalul la un 
moment dat este dat de indicatorul luminos CAPS, şi anume , la pornir~ 
se află în mod TEKTRONIX 4010 ( indicatorul CAPS este aprins 
permanent ), dar în modul VT 100, la acţionarea tastei CAPS indicatorul 
se stinge sau se aprinde. 

· . Modul de lucru TEKTRONIX 4010 oferă utilizatorului ·posibilităţi 
grafice şi hard copy, iar modul de lucru VT 100 oferă posibilităţi de editare 
alfanumerică şi scroll. Îmbinarea celor două moduri de lucru oferă 
facilităţi sporite atît în dialogul cu calculatorul ctt şi pentru vizualizarea 
rezultatelor programelor de aplicaţii. Deoarece, la pornire, terminalul 
intră în modul TEKTRONIX 4010, trecerea în modul VT 100 se face prin 
trecerea în modul COMENZI SPECIALE cu tastele <CTRL>+ <PFl> 
şi apoi tasta 1, sau prin programul de aplicaţie cu <ESC> + <X> urmat 
de 1 de la comunicaţie. Revenirea în modul TEKTRONIX 4010 se face cu 
<ESC>_<l>, deci avem următoarea schemă: 

... -T-ek_t_r_on_ix _ _.- .__c_o_m_e_n_z_i ----~ 4010 _ speciale L_=:..J 
t I 

Configuraţia generală a terminalului DAF-2020 este prezentată în 
figura ce urmează. 

Unitatea centrală este formată dintr-un microcalcutator construit cu 
un microprocesor Z80, conţine 2K memorie RAM, lOK memorie PROM 
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Tastatura 

. 
Interfaţa cu ~ UNITATEA - Modulul - Monitor 
calculatorul CENTRALĂ de afişare alb-negru 

I 

I I . 
Interfaţa cu Interfaţă Interfaţă 

imprimanta Joystick monitor aux. 

şi realizează toate funcţiile terminalu!ui: scrie în memoria de ecran, 
generează vectori, gestionează interfeţele, etc. Modulul de afişare conţine 
o memorie de ecran de 24K (512x390 biţi-pixeli) şi generează semnalele de 
comandă necesare afişării pe ecran a informaţiei conţinută to memoria ecran. 

Comunicaţia cu calculatorul se face printr-o interfaţă serială 
asincronă. Caracterele transmise terminalului sînt recepţionate într-un 
buffer de 512 octeţi, de unde sînt apoi citite şi prelucrate. 

în modul de lucru TEKTRONIX 4010, terminalul- are cele 4 regimuri 
de lucru amintite. 

în regim alfanumeric, numerotarea se face pentru linii de la 1 la 35 
de sus în jos, iar pentru coloane de la 1 la 73 d~ la stînga la dreapta, poziţia 
iniţială (HOME) fiind linia 1 şi coloana 1. în acest regim există 2 moduri 
de deplasare a ferestei de vizualizare: urmărire automată şi poziţie fJXă. în 
modul de urmărire automată fereastra de vizualizare se deplasează 
automat astfel incit cursorul alfanumeric să fie în permanenţă vizibil. În 
modul de poziţie fixă fereastra de vizualizare rămîne în poziţia în care se 
găsea la intr~rea în acest mod. Fereastra se poate deplasa într-o altă 
poziţie fixă prin acţionarea tastelor săgeţi. în regim alfanumeric, la 
primirea unui cod ASCII între 20H şi 7EH se afişează pe ecran, într-o 
matrice de 7x11 puncte, caracterul corespunzător şi se mută cursorul în 
poziţia următoare. Ieşirea din regim alfanumeric, pentru trecerea în regim 
grafic, se face cu OS (CTRL ]), pentru trecerea în regim introducere 
grafică, se face cu ESC SUB şi pentru trecerea în regim copie imprimantă, 
se face cu ESC ETB (CTRL W) după care se revine în regimul alfanumeric. 
În regim alfanumeric, terminalul este compatibil cu două standarde, şi 
anume ANSI si VT52. Selectarea diferitelor facilităti oferite de terminal . . 
se poate realiza printr-un mod de operare special numit SET-UP to care 
se poate intra prin apăsarea simultană a tastelor SCRL şi CTRL, acest mod 
numindu-se SET-UP A şi din care se poate trece în SET-UP B prin 
apăsarea tastei 5 din blocul alfanumeric. 

în regim grafic, informaţia primită de la calculator sau tastatură este 
interpretată ca parametri cu ajutorul cărora se generează şi se afişează 
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vectori pe ecran. Terminalul realizează o scalare automată prin împărţirea 
la 2 a coordonatelor primite, deci formatul de afişare TEKTRONIX 4010 
(1024x780 puncte) este în totalitate acceptat în spaţiul de adresare al 
terminalului de 512x390 puncte, rezoluţia de afişare fiind de 512x288 
puncte, ceea ce corespunde în regim alfanumeric la 35 rînduri x 73 
caractere adresabile şi 26 rtnduri x 73 caractere afişabile. La un moment 
dat pot fi vizualizate numai 288 linii succesive, cuprinse în fereastra de 
vizualizare, iar coordonatele colţurilor spaţiului de adresare sînt date în figură. 

(0,389) .......... ················· .......... .. .. . . . .... , ....... ,., ........ . 

••·•·•••••••·•• /)}///• Şpaţh1I•••~~ ••adr"sar"••••/·• / · •• • ••• ·••·••••••:• 

Sp~ţiul de adresare poate fi vizualizat în întregime prin deplasarea 
ferestrei de vizualizare. Iniţial, fereastra de vizualizare cuprinde liniile 
102-389 şi se poate deplasa cu ajutorul tastelor săgeţi care au numai efect 
local. În regim grafic, codurile ASCII care nu sînt coduri de control sînt 
folosite pentru completarea coordonatelor punctului grafic curent (X,Y). 
În momentul în care s-au completat coordonatele X,Y ale unui punct, se 
uneşte printr-un vector acel punct cu punctul ale cărui coordonate au fost 
completate anterior (punctul iniţial), noul punct devine punct iniţial 
urmînd ca el să fie unit cu altul în momentul în care se completează din 

-nou coordonatele X,Y ale unui nou punct. Coordonatele X,Y au valori de 
la O la 1023 şi de aceea valorile lor sînt date prin 10 biţi. 

în regimul de introducere grafici, apare pe ecran un cursor cruce ce poate 
fi deplasat în" spaţiul de adresare al terminalului cu ajutorul tastelor săgeţi. 

în regim copie imprimantă, terminalul trimite la imprimantă copia e.cranului 
În modul de lucru COMENZI SPECIALE, se pot schimba diferiţi 

parametri, se pot activa facilităţi folosite în celelalte moduri sau se poate 
trece din modul TEKTRONIX în modul VT 100 cu ajutorul unor comenzi 
speciale. Intrarea în acest mod se face numai din modul TEKTRONIX, de 
la tastatură prin <CTRL> + <PF1> sau ESC X în programele de aplicaţie. 

Terminalul DAF-2020C 

Terminalul are monitorul color, 3 moduri de lucru: 
• TEKTRONIX 4010 
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• COMENZI SPECIALE 
• SCRIERE RASTRU 

şi 3 regimuri de lucru: alfanumeric, grafic, introducere graficii. Trecerea 
dintr-un mod de lucru în altul se face prin comenzi simple de la tastatură 
sau din programele de aplicaţie. La pornire, terminalul se află în regimul 
alfanumeric, în care poate intra şi prin apasărea tastelor PAGE sau 
RESET ori prin program cu US (CTRL SHIFf ? /). 

Intrarea tn regim grafic se face prin caracterul de control GS (CTRL] 
de la tastatură), deci la fel ca la DAF-2020. Din regim alfanumeric se iese 
cu ESC SUB şi se trece în regim introducere grafică. în modul COMENZI 
SPECIALE, se intră cu CTRL PFl de la tastatură sau cu ESC X prin 
program, deci ca şi la DAF-2020. 

în comparaţie cu terminalul DAF-2020, terminalul DAF-2020C are 
o configuraţie generală asemanătoare, cu deosebirea că DAF-2020C nu 
are interfaţa pentru imprimantă şi pentru joystick. 

Unitatea centrală este formată dintr-un microcalculator construit cu 
un microprocesor Z80 ce conţine lK memorie RAM şi lOK memorie 
PROM. Modulul de afişare conţine o memorie de ecran de 64K, patru 
plane a cîte 448x288 biţi (pixeli). Facilităţile grafice şi alfanumerice oferite 
de DAF-2020C în modul TEKTRONIX 4010, şi folosirea simultană a 16 
cuh ri selectabile dintr-un număr de 64, permit utilizatorului un dialog mai 
efic- -.:nt cu calculatorul prin afişarea unei cantităţi mari de informaţii. 
Comunicaţia cu calculatorul se face printr-o interfaţă serială asincronă. 
Caracterele transmise terminalului DAF-2020C sînt recepţionate într-un 
buffer de 512 octeţi, de unde sînt apoi citite şi prelucrate. 

În modul de lucru TEKTRONIX 4010, terminalul are 3 regimuri de 
lucru: alfanumeric, grafic şi introducere grafică. În regim alfanumeric se 
transmit şi se afişează în culoarea de lucru (iniţial culoarea 4 = galben) 
caractere alfanumerice şi terminalul foloseşte modul de afişare pagină. 
Prin utilizarea tastei PAGE, indiferent de regimul de lucru, se revine la 
modul alfanumeric, cu ştergerea ecranului, iar prin utilizarea tastei 
RESET se obţine acelaşi efect dar fără ştergerea ecranului. 

............... 

. ·co;2s1J·:··. 

.............. ........................... ··(··oco·)··cccc ............. . 
·.<·: .• } . .C:•c.:C· . ............. 

· .. ·.· · .. · (44'.7;~~7) 

. ..... ······ ············· .... . 

.: ••• ·.·.::··.<:::.·.· (4:47,9> .. .. 
În regim grafic, informaţia primită de la calculator sau de la tastatură 

este interpretată ca parametri cu ajutorul cărora se generează şi se afişează 
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vectori avtnd culoarea activă tn momentul transmiterii coordonatelor. 
Terminalul realizează o scalare automată prin împărţirea cu 2 a 
coordonatelor primite. Pentru ecran spaţiul de adresare este de 488x288 
puncte, ceea ce corespunde în regim alfanumeric la 24 rînduri şi 64 
caractere pe rînd. În regim alfanumeric ecranul este împărţit în 24 rtnduri 
şi 64 coloane, numerotarea făctndu-se de sus tn jos pentru linii şi de la 
sttnga spre dreapta pentru coloane. 

în regim grafic, coordonatele colţurilor spaţiului de adresare stnt cele 
din figura anterioară. 

Punctele ecranului au asociat un număr de la O la 15 (O la F în 
hexazecimal) ce precizează care din cele 16 culori afişabile sînt folosite 
pentru colorarea punctului respectiv. Aceste numere sînt : 

O = alb 1 = roşu 2 = verde 3 = albastru 
4 = galben 5 = cian 6 = magenta 7 = negru 
8=7 9=6 10=5 11=4 
12 = 3 13 = 2 14 = 1 15 = O 

Pentru specificarea unei culori s-a ales metoda RGB ('red', 'green', 
'blue') prin care se precizează procentele de roşu, verde şi albastru 
conţinute în culoarea respectivă. Pornind de la cele 16 culori, folosind 4 
trepte de intensitate, se obţin cele 64 de culori. 

Deoarece, în regim grafic spaţiul de lucru este 448x288 puncte şi 
coordonatele X şi Y iau valori de la O la 1023, unui punct (X,Y) i se 
asociază pe ecran un punct de coordonate (X/2, Y fl), punctul (0,0) fiind 
tn colţul din stînga jos. 

fn regim alfanumeric, la primirea unui cod ASCII cuprins între 20H 
şi 7EH caracterul corespunzător se afişează pe ecran tn culoarea de lucru 
selectată tn poziţia curentă, într-o matrice de 7x12 puncte. În varianta 
standard cu 16 culori, codurilor ASCII li se pot asocia descrieri de 7x 12 
puncte care să înlocuiască definiţia standard, aceasta dacă s-a selectat 
generatorul prin intermediul modului de lucru COMENZI SPECIALE. 

În modul de COMENZI SPECIALE utilizatorul poate schimba 
diferiţi parametri sau poate activa facilităţi folosite în celelalte moduri: 
trecerea tn afişare cu ştergere sau cu supraimprimare, schimbarea numărului 
culorii de lucru, schimbarea numărului culorii fondului, schimbar~ culorii 
asociate unui număr, definirea culorii de blinking, intrarea şi ieşirea din modul 
de lucru SCRIERE RAS1RU, selecţia generatorului standard, completarea 
generatorului programabil, comanda pentru întîrzierea unei execuţii. 

în regim de INTRODUCERE GRAFICĂ, utilizatorul poate să 
selecteze un anumit punct de pe ecran cu ajutorul cursorului cruce şi să 
transmită poziţia acestuia la calculator sau să fie folosită în programele de 
aplicaţie. Deplasarea cursorului cruce se realizează cu tastele săgeţi. 
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Terminalul VDT-52S 

Terminalul este monocolor şi are 4 regimuri de lucru: ALFANUMERIC 
(alpha mode), GRAFIC (vector mode), INTRODUCERE GRAFICĂ (gin 
mode - graphic input) şi COPIE IMPRIMANTĂ 

în regimul alfanumeric, terminalul VDT-52S (Video Display 
Terminal 52S) este compatibil cu terminalele DEC VT52 şi VOT 40C, iar 
în regim grafic şi introducere grafică este compatibil TEKTRONIX 40xx. 
Unitatea centrală este formată dintr-un microcalculator construit cu 
microprocesorul Z80 şi conţine lK memorie RAM şi 6K memorie PROM. 

In regim grafic utilizatorul are la dispoziţie un spaţiu grafic de 
512x256 puncte (pixeli), iar spaţiul de adresare este 1024x 1024 puncte, 
coordonatel~ X Ji Y lu1nd valori de la O la 1023: 

. :\(10~~,J.023)•:· 
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Intrarea în regim grafic se face la fel ca şi la terminalele DAF-2020 

şi DAF-2020C şi anume cu caracterul de control OS (CTRL] de la tastatură). 
Pentru selectarea parametrilor de lucru ai terminalului se utilizează tasta 
SET-UP care realizează afişarea sau modificarea stării cheilor 
corespunzătoare parametrilor, utiliztnd tastele funcţionale Fl, F2, ... , F14. 
În regim de introducere grafică, terminalul se comportă analog cu 
terminalele DAF-2020 şi DAF-2020C. În regim alfanumeric, este 
compatibil cu modul de lucru VT52. 

Terminalul ALFAGRAF-200 

Terminalul este un dispozitiv monocolor de afişare grafică şi 
alfanumerică şi are 5 moduri de lucru: GRAFIC, VTlOO, VT52, VT200 (cu 
7 sau 8 biţi de control) ce pot fi selecţionate prin SET-UP sau prin 
intermediul programelor aplicative. 

Configuraţia generală a terminalului este identică cu cea a 
terminalului DAF-2020, prin urmare are şi interfeţe pentru im_primantă şi 
joystick. Unitatea centrală este formată dintr-un microcalculator construit 
cu un microprocesor 280-CPU şi conţine 8K memorie RAM şi 20k 
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memorie PROM. Modulul de afişare conţine o memorie de 23K, adică 
640x288 bili (puncte). În modu'J. de lucru grafic, terminalul execută functii 
similare terminalelor compatibile TEKTRONlX 4010/4014. În modul de 
lucru VT52, se foloseşte compatibilitatea cu terminalul VT52 al firmei 
DEC. în modul de lucru VT100, se execută funcţii standard ANSI 
folosindu-se compatibilitatea strictă cu terminalul VTlOO al firmei DEC. 
În modul de lucru VT200, se execută funcţii standard ANSI folosite pentru 
programe aplicative care necesită caracLCre de control de 7 biţi sau 8 biţi. 

În regim grafic, vectorii sînt trasaţi între punctele cu coordonate 
absolute, ce reprezintă valori ale punctelor cu o distribu\ic apropiată de 
pixelul fizic corespunzător. Caracterul de control GS permite trecerea din 
regim alfanumeric în regim grafic, definind astfel începutul desenării unui 
vector. Modul TEKTRONIX 4010/4014 acceptă adresarea fie pc 10 bi\i, 
fie pe 12 biţi. Adresarea pc 10 biţi se face pentru o matrice de 1024x 768 
puncte, iar pe 12 biţi adresarea se face pentru o matrice de 4096x3072 
puncte. în oricare din aceste moduri de adresare, ecranul terminalului rămîne 
definit de o matrice de 640x288 pixeli cu punctele TEK grupate lîngă pixelul 
cel mai apropiat. Coordonatele sînt codificate pc 4, respectiv pe 5 octeţi. 
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6.1. Introducere 
..._ ...... F R f ~Wlil Iii .Ml l'fl.lllal~ lollilllll-M -i- !Al ,_,..!'Nil ... ia T T lllll'llill'II......,, ......, 

„TURTLE geometry" sau „TURTLE graphics" reprezinta un stil de 
grafică pe calculator introdus de limbajul de inteligenţă artificială LOGO 
şi care are la bază un set de comenzi (operaţii) primitive pentru deplasarea 
pe ecranul unui dispozitiv grafic, a unui penel (cursor grafic) virtual care 
poate trasa sau nu urma, după cum starea penelului este cu „capul jos", 
respectiv cu „capul sus". Penelul se deplaseazl similar unui robot care are 
poziţia precizată prin coordonatele (x, y) într-un sistem cartezian şi 
orientarea u - unghi tn grade sexagesimale cc reprezintă azimutul fa\ă de 
direcţia NORD - deplasarea realiztndu-se relativ faţă de pozi\ia 
precedcntl. 

Principalele comenzi de deplasare relativă a penelului virtual sînt 
urmltoarele: 

'!l'URTLB S'l'AR'l' 
PBII UP 
l'BR DOIIR 
KIGB'l' (U) 
LBF'l' (U) 
FORIWU> (d) 
:&ACK (d) 
SBTPOS (x, Y) 
SE'l'X (X) 

- ştergere ecran şi apariţie penel 
- penelul cu capul sus 
- penelul cu capul jos 
- rotire dreapta u grade 
- rotire stînga u grade 
- deplasare înainte pe distanţa d 
- deplasare înapoi pe distanţa d 
- deplasare în punctul ( x, y) 
- deplasare orizontală în abscisa x 
- deplasare verticală în ordonata y SB'l'Y (Y) 

SET REPER ( x, y) - focare origine pentru reperul de axe faţă de care 
se va deplasa penelul 

TURTLE _ STOP - dispari\ic penel şi ieşire din mod grafic 
Cu titlu informativ, menţionăm faptul că au fost realizate 

implementări în care comenzile de mai sus au dirijat un robot real. La 
început, un astfel de robot avea alura unei mici fiin\e cu carapace, de unde 
şi numele de „turlle" (broască ţestoasă). Prima denumire a fost utilizată 
de către neurofiziologul GREY WALTER pentru nişte roboţi electronici 
construiţi şi experimentaţi în Anglia la începutul anilor '60. 
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Implementările pentru realizarea comenzilor care stau la baza geometriei 
generate de stilul „turtle", sînt dintre cele mai deosebite, ţinînd seama de 
performanţele obţinute în domeniul graficii computerizate. Un impact 
deosebit în acest sens l-a avut implementarea din limbajul inteligenţei 
artificiale LOGO. După cum vom vedea, principiul recursivităţii şi al 
transparenţei referenţiale, sînt principii de bază în grafica generată de 
geometria TURTLE. 

Ca exemplu, privind utilizarea comenzilor de tip TURTLE, 
considerăm un algoritm pentru generarea (desenarea) unui model simplu 
de arbore binar stilizat. Presupunem că un arbore de vîrsta O este 
reprezentat de un punct, un arbote de vîrsta 1 este reprezentat de un 
segment de dreaptă şi, în general, un arbore de vîrsta Ii > O este 
reprezentat de un segment care se ramifică la vîrf în două ramuri care, 
abstractie făctnd de orientare, sînt ambele izomorfe cu un arbore de vîrsta 
n-1. Pe~tru vîrstele O, 1, 2 obţinem următoarele modele: 

Utilizînd primitivele de grafică TURTLE (comenzile de deplasare ale 
penelului menţionate anterior), algoritmul recursiv care realizează 
(generează) astfel de desene se obţine .direct din enunţul problemei, prin 
urmare, translatarea sa într-o procedură arc următoarea formă: 

procedura TREE ( age: integer) ; 
begin 

if age = O then { point} 
else begin 

end 
e:nd; 

FORWARD ( length ; 
LEFT ( 45) ; TREE 
RIGHT ( 90 ); TREE 
LEFT ( 45) ; BACK 

age - 1) ; 
age - 1) ; 
length) 

R~uşita acestui algoritm, ca şi a multor algoritmi de grafidl TURTLE, 
se bazează pe respectarea principiului cuno~cut sub numele de 
„transparenţă referenţială". În esenţă, acest principiu cerc ca, pentru 
îmbinarea corectă a componentelor unui desen, la terminarea fiecărei 
proceduri penelul să se găsească exact în aceeaşi pozi\ie (coordonate şi 
orientare) ca la începutul apelării procedurii. Prin inducţie, vom verifica 
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faptul că pentru algoritmul prezentat mai sus, este respectat principiul 
transparenţei referenţiale. într-adevăr, pentru age=O ipoteza este evident 
verificată. Pentru age=l, execuţia urmează ramura else, deci penelul se 
deplasează pe direcţia NORD, se roteşte spre stînga cu 45°, se apelează 
TREE cu age=O, deci se desenează un punct, se rot~şte spre dreapta cu 
90° şi se apelează TREE cu age=O, deci se deseneză un punct peste cel 
anterior, în sfirşit se roteşte spre stînga cu 45° (adică s-a revenit la direcţia 
NORD iniţială) şi se deplasează înapoi pe distanţa pe care a parcurs-o la 
început, prin urmare penelul va avea direcţia NORD şi poziţia sa va fi 
exact în punctul iniţial, cînd a avut loc apelul TREE. Acum, presupunînd 
că ipoteza este verificată pentru cazul age=k, s-o verificăm pentru cazul 
age=k+l. Prin apelul TREE cu age=k+l, execu\ia urmează ramura else 
şi, conform celor explicate anterior, schimbarea totală de orientare este 
egală cu o întoarcere la slînga cu 45+0-90+0+45 = 0°. Similar, deplasarea 
totală este egală cu length+O+O-length = O. Prin urmare, în cazul 
proce_?urii TREE, este respectat principiul transparenţei referenţiale. 

In forma procedurii de mai sus, length este o constantă sau o 
variabilă globală. în acest sens, putem să alegem o implementare mai 
rafinată, în care lungimile segmentelor (ramurilor) se micşorează cu vîrsta, 
deci vom avea următoarea formă: 

procedure TREE ( age: integer; length :real) ; 
begin 

if age = O then { point} 
else begin 

FORWARD ( length) ; 
LEFT ( 45) ; TREE ( age-1, length/2 ); 
RIGHT ( 90 ); TREE ( age-1, length/2 ); 
LEFT ( 45) ; BACK ( length) 

end 
end; 

De asemenea, se poate considera varianta de eliminare a 
parametrului pentru vîrsta arborelui age, folosit numai pentru detectarea 
cazului limită, de oprire a recursiei. Dacă acceptăm eliminarea 
parametrului age, putem să acceptăm că nu are rost să desenăm şi să 
dezvoltăm în continuare ramuri mai scurte decît o valoare dată, de 
exemplu limit. În această variantă, procedura poate fi concepută sub 
următoarea formă: 

procedure TREE ( length: real) 
begin 

if length < limit then { point} 
else begin 

FORWARD ( length) ; 
LEFT ( 45) ; TREE length/2 ); 
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end 

RIGHT ( 90 ); TREE 
LEFT ( 45) ; BACK 

end 

length/2 ); 
length) 

Precizăm faptul că se pot imagina şi diferite alte variante, în care să 
intervină, de exemplu, şi factori aleatori, astfel că se poate ajunge la 
modelarea şi studierea diverselor fenomene organice sau la crearea de 
forme picturale cu ajutorul calculatorului. 

în continuare, prezentăm un desen din categoria deosebit de 
interesantă a fractalilor. Nu vom prezenta detalii teoretice privind teoria 
fractalilor (unele dintre acestea au fost date tn capitolul 5). Ne propunem 
să realizăm numai un algoritm pentru generarea unei familii de curbe 
închise (curbe KOCH) care să aproximeze din cc în ce mai bine conturul 
unui fulg ~e zapadă ideal. Acesta va fi un exemplu clasic de curbă de 
lungime infinită cuprinsă într-un disc mărginit şi care conţine graficul unei 
funcţii continue, dar ncderivabile. Primele curbe din familie sînt 
prezentate tn fig. 5-1 din capitolul 5 unde se dau cîteva detalii despre 
gen·erarea curbelor KOCH şi unde se precizează că acestea sînt curbe 
fractale. Pentru un studiu si o cercetare mai amănuntită se recomandă 
revenirea la capitolul 5 şi consultarea bibliografiei de l~ capitolele 5 şi 6, 
ori consultarea unui cunoscător binevoitor al acestui domeniu. 

. Prima curbă a şirului, curba de gradul (nivel) O este un triunghi 
echilateral de latură finită. În general, curba de gradul (nivel) n+l se 
obţine din curba de gradul n, înlocuind fiecare latudl a acesteia printr-o 
linie poligonală formată din 4 segmente avînd 11.J din lungimea laturii 
iniţiale, astfel încît primul şi ultimul segment coincid cu prima şi ultima 
treime a laturii iniţiale, iar celelalte două segmente, împreună cu treimea 
din mijloc, formează un triunghi echilateral cu vîrful spre exteriorul 
curbei. Cu alte cuvinte, scoatem treimea din mijloc şi o înlocuim cu două 
segmente cu care aceasta ar forma un triunghi echilateral avînd vîrful spre 
exteriorul curbei. 

Programarea recursivă a acestui algoritm este foarte naturală: avem 
nevoie de două proceduri, una recursivă pentru a desena o latură şi alta 
nerecursivă pentru a închide curba. Procedurile SIDE, respectiv 
SNOW _FLAKE realizează acest lucru: 

procedure SIDE ( n :integer; length :real); 
begin 

if n = 0-then FORWARD ( length) 
else begin 

SIDE ( n-1, length I 3 ) LEFT ( 60) . , 
SIDE ( n-1, length I 3 ) ; RIGHT ( 120 ) 
SIDE ( n-1, length I 3 ) ; LEFT ( 60) ; 
SIDE ( n-1, length I 3 ) 

; 



------------------ Grafica TUR1LEtnlimbajul PA~l .\. 

end 
end; 

procedure SNOW FLAKE length: real ) ; 
begin 

SIDE ( n, length ) ; RIGHT 120 ) ; 
SIDE ( n, length ) ; RIGHT 120 ) ; 
SIDE ( n, length ) ; RIGHT 120 ) 

end; 

n=O n=l n=2 

Algoritmul prezentat prin cele două proceduri desenează un fulg de 
zapadă de ordinul n, parcurgerea făcîndu-se în sens invers trigonometric. 
Limita, după n, a acestui şir de curbe este un exemplu clasic de curbă de 
lungime infinită cuprinsă într-un disc mărginit. În cele ce urmează vom 
prezenta modul de implementare a comenzilor de tip TURTLE în 
limbajele PASCAL şi C sub sistemul de operare RSX-llM T'e 
minicalculatoarele din familiile CORAL sau INDEPENDENT. Vom folosi 
facilităţile oferite de bibliotecile grafice DAFPAS şi DAFC prezentate în 
capitolele 1 şi 2. 

De asemenea, vom prezenta modul lor de utilizare în cadrul unor 
programe care generează diverse construcţii geometrice (curbe fractale etc.). 

Pe microcalculatoarele compatibile IBM-PC sub sistemele de 
operare PC-DOS şi MS-DOS există unele implementări, de exemplu în 
TURBO PASCAL (versiunea 3.0 Copyright 1986, BORLAND 
INTERNATIONAL Inc.; pentru versiunile 5.0-6.0 vezi 6.2.1). 

6.2. Grafica TURTLE in limbajul PASCAL 
,. 

Pentru realizarea de programe de grafică TURTLE este nevoie de 
elaborarea unei baze de primitive grafice care ·să aibă funcţiile precizate 
mai sus. Indicaţiile pe care le vom da în continuare, împreună cu 
informaţiile existente în textul sursă al procedurilor grafice, credem că vor 
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fi suficiente pentru a înţelege modul lor de elaborare, precum şi funcţiile lor. 
Vom folosi următoarele variabile globale: 

PENSTATUS : boolean; 
COST, SINT : real ; 

Variabila PENSTATUS indică starea peniţei (true pentru peniţă cu 
capul jos, şi false pentru peniţa cu capul sus), iar variabilele cosT, 
SINT reprezintă valorile cos(u), sin (u), unde u este direcţia curentă a 
peniţei (broaştei) faţă de direcţia NORD; unghiul u se va măsura în grade 
sexagesimale. Procedurile grafice pentru grafica TURTLE vor fi 
următoarele: 

procedure initializează modul grafic şi poziţia broaştei în 
mijlocul ecranului şi cu direcţia spre NORD, iar TURTLE_START; broasca va fi cu capul jos; 

procedure produce ieşirea din modul grafic şi intrarea în 
TURTLE_STOP; modul alfanumeric; 

procedure PEN_UP; iniţializează starea peniţei (peniţa cu capul sus; 
broasca ţine capul sus); 

procedure PEN_DOWN; iniţializează starea peniţei (peniţa cu capul jos; 
broasca ţine capul jos); 

procedure RIGHT schimbă direcţia broaştei spre dreapta cu u grade 
(u: real); faţă de direcţia curentă; 

procedure LEFT schimbă direcţia broaştei spre stînga cu u grade 
(u: real); faţă de direcţia curentă; 

procedure FOR_ WARD broasca se deplasea1..A înainte pe direcţia curentă 
(d :real) pe un drum de lungime d; 

procedure BACK(d); broasca se deplasează înapoi (cu spatele) pe 
direcţia curentă pe un drum de lungime d; 

procedure SETPOS poziţionează broasca în punctul de coordonate 
(x,y ·: real) ; ( x, y), relativ faţă de poziţia curentă a broaştei; 

procedure SETX poziţionează broasca în punctul de abscisă x, 
(x: real); ordonata fiind cea curentă; 

procedure SETY poziţionează broasca în punctul de ordonată y, 
(y: real); abscisa fiind cea curentă; 

procedure SET_REPER setează originea reperului în care se mişcă 

(x, y: real) broasca, în punctul ( x, y) relativ la originea 
iniţială (mijlocul ecranului); 
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6.2.1. Biblioteca TURTLE.pas 

' 

{------------------------------------------------} 
{ Biblioteca TURTLE. pas } 
{ ============================ } 
{ proceduri.grafice pentru "TURTLE GRAPHICS" } 
{ autori: Roxana VLADA, Marin VLADA } 
{ } 

{------------------------------------------------} 
var 

penstatus : boolean; 
cost, sint real; 

{ penstatus :starea penitei } 
{ cost, sint: parametri directie} 

{-------------------------------------- ---------} 
{ grafica TURTLE ( tip LOGO) } 

{------------------------------------------------} 
{ 

I (90,64)1 
I spatiul ecran I 
I (dim. in mm ) I 
I I 
I /\ I 
I (O, O) I 
I pentru TURTLE I 
I I 
I I 
1(-90,-35) (90,-35)1 
I I 
Ymax virtual = 100 mm 

{ spatiul de desen 180 X 135 mm 

procedure TURTLE_START; 
{initializeaza modul grafic si pozitia broastei} 
{(mijlocul ecranului, in directia nord) } 
begin 

DAFINI ('G'); 
MOVPEN ( 1, O.O, O.O ; 
penstatus := true; 
cost:= O.O; 

} 

} 
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sint := 1.0 
end; 
procedura TURTLE_STOP; 
{ iesire din modul grafic } 
begin 

DAFEN•. _ _. 
end; 
procedura PEN_UP; { penita sus} 
{ broasca tine capul sus } 
begin penstatus := false 
end; 
procedura PEN DOWN; { penita jos} 
{ broasca tine capul jos } 
begin penstatus := true 
end; 
procedura Rl'GHT ( u:real J; 
{ broasca isi schimba directia spre dreapta} 
var cosu, sinu 

salv 
begin 

salv := sint; 

real; 
real; 

cosu 
sinu 
sint 
cost 

:= 
:= 
:= 
:= 

COS(U * 3.141592 /180.0) 
sin(u * 3.141592 /180.0) 
sint * cosu - cost* sinu 
cost* cosu + salv * sinu 

end; 
procedura LEFT u:real) ; 
{ broasca isi schimba directia spre stinga} 
begin 

RIGHT ( -u ) ; 
end; 
pr9cedure FOR WARD ( d:real) ; 
{ broasca se deplaseaza inainte pe distanta d} 
var x,y: real; 
begin 

x := d *cost; 
y := d * sint; 
if penstatus then MOVPEN (10, x, y 

else MOVPEN (00, x, y 
end; 
procedura BACK ( d:real) ; 
{ broasca se deplaseaza inapoi( cu spatele) } 
begin 

' 
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FOR_WARD ( -d) 
end; 
procedura SETPOS ( x,y: real); 
{ pozitioneaza broasca in punctul (x,y) 

relativ fata de pozitia curenta a broastei } 
begin 

if penstatus therr MOVPEN (10, x, y 
else MOVPEN (00, x, y 

end; 
procedura SETX ( x :real); 
{ pozitioneaza broasca in punctul de abscisa x si cu 

ordonata cea curenta} 
begin 

SETPOS ( x, O.O ; 
end; 
procedura SETY ( y real) ; 
{ pozitioneaza broasca in punctul de ordonata y si cu 

abscisa cea curenta} 
begin 

SETPOS ( O.O, Y) ; 
end; 
procedura SET_REPER ( x, y: real); 
{ seteaza originea reperului fata de originea 

initiala ( mijlocul ecranului) in punctul (x,y) } 
begin 

MOVPEN ( 1, X, y) 
end; 

{----------------------------------~----------------} 
Vom prezenta în continuare varianta în TURBO PASCAL pentru 

microcalculatoarele compatibile IBM-PC: 
unit TURTLE; 

{------------------------------------------------} 
{ Biblioteca TURTLE. pas } 
{ **************************** } 
{ pentru TURBO PASCAL pe IBM - PC } 
{ proceduri grafice pentru" TURTLE GRAPHICS" } 
{ } 
{ AUTORI : Roxana VLADA, Marin VLADA } 
{ } 

{------------------------------------------------} 
interface 
var 

graphdriver, graphmode integer; 
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penstatus 
cost, sint 
eh 

boolean; 
real; 
char; 

{ penstatus :starea penitei } 
{ cost, sint: parametri directie} 
procedure TURTLE_START; 
procedure TURTLE_STOP; 
procedure PEN_UP; 
procedure PEN_DOWN; 
procedura RIGHT(u:real); 
procedure LEFT (u:real); 
procedure FOR_WARD(d:real); 
procedure BACK(d:real); 
procedure SETPOS(x, y:real); 
procedure SETX(x:real); 
procedure SETY(y:real); 
procedure SET_REPER(x, y:real); 

implementation 
uses graph, crt; 

procedure TURTLE_START; 
{initializeaza modul grafic si pozitia broastei} 
{(mijlocul ecranului, in directia nord) } 
begin 

graphdriver := Detect; 
initgraph(graphdriver,graphrnode,' '); { mod grafic} 
setViewport( 320,170,500,200,false) ; {origine} 
setbkcolor ( l) { fond albastru} 
setcolor ( 4 ) ; { desen rosu } 
moveto ( O, O ) { pozitionare in origine} 
penstatus := true; 
cost:= o.o; 
sint := 1.0 

end; 
procedure TURTLE STOP; 
{ iesire din modul grafic } 
begin 

eh:= readkey 
closegraph; 

end; 

{ asteapta apasarea unei taste} 
{ iesire din modul grafic} 

procedure PEN UP; { penita sus} 
{ broasca tine capul sus } 
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begin penstatus := false 
end; 
procedure PEN_DOWN; { penita jos} 
{ broasca tine -capul jos } 
begin penstatus := true 
end; 
procedure RIGHT; 
{ broasca isi schimba directia spre dreapta} 
var cosu, sinu real; 

salv 
begin 

salv := 
cosu := 
sinu := 
sint := 
cost := 

end; 

sint 
COS(U * 
sin(u * 
sint * 
cost* 

procedure LEFT; 

real; 

3.141592 /180.0 ) 
3.141592 /180.0 ) 

cosu - cost* sinu 
cosu + salv * sinu 

; 

; 

{ broasca isi schimba directia spre stinga} 
begin 

RIGHT ( -u ) ; 
end; 
procedure FOR_WARD; 
{broasca se deplaseaza inainte pe distanta d} 
var x,y: real; 
begin 

x := d *cost; 
y := d * sint; 
if penstatus then 

lineto·( getx + round(x) , gety + round(y) ) . 
else moveto( round(x) , round (Y) ) 

end; 
procedure BACK; 
{ broasca se deplaseaza inapoi( cu spatele) } 
begin 

FOR_WARD ( -d) 
end; 
procedure SETPOS; 
{ pozitioneaza broasca in punctul (x,y) 

relativ fata de pozitia curenta a broastei } 
begin 

if pens.tatus then 
lineto( getx + round(x),gety + round(y) ) 
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else moverel ( round(x) ,round(y) ) 
end; 
procedure'SETX; 
{ pozitioneaza broasca in punctul de abscisa x si cu 

ordonata cea curenta} 
begin 

SETPOS (X, O.O) ; 
end; 
procedura SETY; 
{ pozitioneaza broasca in punctul de ordonata y si cu 

abscisa cea curenta} 
begin 

SETPOS ( O.O, Y) 
end; 
procedura SET REPER; 
{ seteaza originea reperului fata de originea 

initiala ( mijlocul ecranului) in punctul (x,y) } 
begin 

setviewport (round(x),round(y),500,200,false) 
end; 

{---------------------------------------------------} 
begin end. 

6.2.2. Aplicaţii 

Arbori binari 
Ţintnd seama de explicaţiile date în iQ.troducerea la acest capitol, 

pentru desenarea unui arbore binar stilizat, traseul pe care trebuie să-l 
urmeze broasca prin apelarea recursivă prezentată, este următorul: 

LEFT(45) LEFT(45) 

FOR_ W ARD(length) BACK(length) 
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Conform acestor precizări, programul PASCAL care realizează 
desenul corespunzător are următoarea formă: 

Programul TREE 

program arbore_binar; 
{ genereaza un arbore binar -- autor: M. Vlada} 
var level: integer; 

length, u, limit real; 
%include TURTLE.pas; 
procedura TREE ( level integer; length,u: real); 
begin if length < limit then { point} 

else begin if level = O then { point} 
else begin 

FOR_WARD ( length) ; 
LEFT ( u ); 
TREE ( level-1, length/2); 
RIGBT ( 2 * u) ; 
TREE ( level-1, length/2); 
LEFT ( U ) ; 

BACK ( length ); 

end; 

end 
end 

begin { main} 
writeln (chr(24),' desenarea unui arbore binar'); 
wri te .( ' originea reperului ( x0, y0) : ' ) ; 
read(x0,y0); 
write ( ' level: ') ; readln 
write ( ' length ') ; readln 
write ( ' u ') ; readln 
write ( ' limit ') ; readln 
TURTLE_START; 
SET_REPER ( x0, y0) 
TREE ( level, length, u) 
TURTLE_STOP; 

end. 

level ); 
length ); 
u ) ; 
limit 

Varianta în TURBO PASCAL este următoarea: 
program arbore; 
{ genereaza un arbore binar} 
{autor: ROXANA VLADA } 
uses 
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nlvel=3 nivel=4 

nivel=! nlvel=6 

nivel=7 nivel=8 
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turtle; 
var level, xO ,yO: integer; 

length, limit: real; 
procedure TREE ( level: integer; length: real); 
begin if length < limit then { point} 

end; 

else begin if level = O then { poirit} 
else begin 

FOR_WARD ( length) ; 
LEFT ( 45 ); 
TREE ( level-1, length/2); 
RIGBT ( 90) ; 
TREE ( level-1, length/2); 
LEFT ( 45) ; 
BACK ( length ) ; 

end 
end 

begin { main} 
writeln (' desenarea unui arbore binar'); 
write ( 'originea reperului (xO,yO): '); 
read(xO,yO); 
write ( 'level: '); readln level ); 
write ( 'length ') ; readln ( length ); 
write ( ' limit : ') ; readln ( limit ); 
TURTLE_START; 
SET REPER ( xO, yO) 
TREE ( level, length 
TURTLE STOP 

end. 

Arborele lui PERRON 

Construcţia geometric! ce urmează - cunoscută sub nu'llele de 
arborele lui PERRON - modelează forma unui copac. Parametrii utilizaţi 
pentru generarea figurii stnt următorii: 

dim = lungimea tulpinii ( prima ramură ) 
fdi v = factor pentru diviziunea unei ramuri 
u = unghiul de ramificaţie dintre unele ramuri 
ni v = nivelul maxim de recursie 

Evident, pentru generare are loc utilizarea recursivă a unei proceduri 
PER care trebuie să se construiască după următoarea schemă: 
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~ 
~ 

~ "ci 
~----I I t'li:J 

..:::. ~ 

Programul PASCAL este următorul: 

Arborele lui PERRON 

program arborele PERRON; 
{ genereaza arborele lui PERRON -- autor: M. Vlada} 
var dim, fdiv, xO, yO real; 

niv, u : integer 
%include turtle.pas; 
procedura PER ( dim,fdiv:real; niv,u 
{ dim = lung. initiala ramura 
{ fdiv = factor diviziune ptr. ramura 
{ niv = nivelul de recursie 
{ u = unghi ramificatie 
{ xO,yO = coordonate ptr. origine 
begin 

if niv <> O then 
begin 

LEFT(U) ; FOR WARD(dim); 

:integer); 
} 

} 

} 
} 
} 

PER( dim *-fdiv, fdiv, niv-1, u )J 

BACK(diml; RIGHT( 2 * u) ; 
FOR_WARD(dim) ; RIGHT( u ) ; 
FOR_W~(dim) ; 

PER( dim* fdiv, fdiv, niv-1, u) ; 
BACK(dim) ; LEFT( 2 * u) ; 
FOR WARD(dim) ; LEFT( U) ; 
FOR=WARD(dim) ; 

PER( dim* fdiv, fdiv, niv-1, u) ; 
BACK(dim) ; RIGHT( 2 * u) ; 
:··••i 1 \·.'\RD(dim) ; 

· PF.k.( Llun * fdiv, fdiv, niv-1, u ) 
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BACK(dim) ; 
BACK(dim) ; 
BACK(dim) 

end; 
end; 
begin 

LEFT(U) ; 
RIGHT(U) 
LEFT(U) 

wr'iteln(chr(24),' arborele lui PERRON '); 
write(' originea reperului( x0,y0) :'); 

readln(x0,y0); 
write(' dim 
write(' fdiv 
write(' u 
write(' niv 
TURTLE START; 

') ; readln( 
') readln( 
') ; readln( 
') ; readln( 

SET REPER ( xO, yO) ; 
FOR=WARD(dim) ; 
PER (dim, fdiv, niv, u) 
TURTLE_STOP; 

end. 

dim ) ; 
fdiv ) ; 
u ) ; 
niv ) ; 

Varianta tn TURBO PASCAL este următoarea: 
program arborel~_PERRON; 
{ genereaza arborele lui 
{ autor : .ROXANA VLADA 

PERRON} 
} 

} { 
uses TURTLE; 
var dim, fdiv, x0, y0 : real 

niv, u : integer; 
procedure PER ( dim,fdiv:real; niv,u :integer); 
{ dim = lung. initiala ramura} 
{ fdiv =.factor diviziune ptr. ramura} 
{ niv = nivelul de recursie } 
{ u = unghi ramificatie } 
{ x0,y0 = coordonate ptr. origine} 
begin 

if niv <> O then 
begin 

LEFT(U) ; FOR_WARD(dim); 
PER( dim* fdiv, fdiv, niv-1, u ); 

BACK(dim) ; RIGHT( 2 * u) ; 
FOR_WARD(dim) ; RIGHT( u ); 
FOR_WARD(dim) ; 

PER( dim* fdiv, fdiv, niv-1, u) ; 
BACK(dim) ; LEFT( 2 * u) 
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nivel=2 nlvel=3 

nivel=4 nivel=S 

nlvel=6 
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FOR_WARD(dim) ; LEFT( U) 

FOR WARD(dim) 
PER( dim* fdiv, fdiv niv-1, u) ; 

BACK(dim) ; RIGHT( 2 * u) ; 
FOR WARD(dim) ; 

PER( dim* fdiv fdiv, niv-1, u) ; 
BACK(dim) ; LEFT(u) ; 
BACK(dim) RIGHT(u) ; 
BACK(dim) LEFT(u) 

end; 
end; 
begin 

writeln(' arborele lui PERRON '); 
write(' originea reperului( x0,y0) : , ) ; 
readln(x0,y0); 

write(' dim ') ; readln( 
write(' fdiv: ') readln( 
write(' u : ') readln( 
write(' niv ') ; readln( 
TURTLE START 
SET REPER ( x0, yo) ; 
FOR-WARD(dim) ; 
PER-( dim, fdiv, niv, u) 
TURTLE STOP; 

end. 

Curba lui KOCH 

dim ) ; 
fdiv ) ; 
u ) ; 
niv ) ; 

Construcţia geometrică ce urmează este cunoscută sub numele de 
curba lui KOCH şi are proprietatea că este o curba infinită care 
delimitează o suprafată de arie finită. De asemenea, graficul curbei este un 
exemplu prin care se poate defini o funcţie continuă dar nicăieri derivabilă; 
această curbă modelează un fulg de nea. Deoarece, detalii privind 
construcţia acestei curbe fractale au fost date atît în capitolul 5, cît şi în 
introducerea de la acest capitol, alte precizări nu sînt necesare, de aceea 
vom prezenta doar schema de principiu privind modul de elaborare a 
procedurii recursive KOCH: 
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KOCH 
(n) KOCH 

(11.-I) 

Programul care realizează construcţia curbei este: 

Curba lui KOCH 

program --fulg_ de-nea; 

KOCH 
(11.-I) 

{ genereaza curba lui KOCH; autor: Rodica Niculescu} 
var nivel, i : integer; 

x0, y0, lat: real; 
%include TURTLE.pas; 
procedure KOCH ( lat, nivel: real )1 
{desenarea recursiva a unei laturi} 
begin 

if nivel= o then FOR_WARD (lat) 
else begin KOCB (lat/3, nivel-1); 

LEFT ( 60 ); 
KOCH (lat/3, nivel-1); 
RIGHT ( 12 O ) ; · 
KOCH (lat/3, nivel-1); 
LEFT ( 60 ); 
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KOCH (lat/3, nivel-1); 
end 

end; 
begin { main} 

writeln(chr(24),' curba lui KOCH'); 
write (' originea reperului :(x0,y0) :'); 
readln(x0,y0); 
write (' lat='); readln(lat); 
write ('nivel='); readln(nivel); 
TURTLE_START; 
SET_REPER ( x0, y0) ; 
for i:=l to 3 do 
begin 

KOCH ( lat, nivel); 
RIGHT ( 120) 

end; 
TURTLE_STOP; 

end. 

Curba C 

Curba Ceste o curbă fractală care se generează astfel: pentru nivelul 
n, se apelează nivelul (n-1), se schimbă direcţia spre dreapta cu 90°, se 
apelează nivelul (n-1) şi se schimbă direcţia spre stînga cu 90°, adică: 

~ L__J 
C C 

(n-1) - (n-1) 
~ 

I 
I C") --~ 

' n 
n=O n=1 n=2 

n=3 
Programul care realizează costrucţia curbei este: 

; l li u I a Q;~ , i 1111a ~u-. 
Curba C 

Program curbac; 
{ genereaza curba c -- autor: Florentina Hristea} 
var dim, x0, y0 real; 
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nivel : integer 
%include turtle.pas; 
procedura c ( dim, nivel: real) ; 
begin 

if nivel= O then FOR_WARD (dim) 
else begin 

c ( dim, nivel-1 
RIGHT ( 90 ) ; 
c ( dim, nivel-1 ; 
LEFT ( 90) ; 

end 
end; 

nivel=ll 

+ • .',. - ♦ 
·+ ~ ... 
• :.:.l.: . ~•· ~· I ·' . ' 

~; 
• 

• ~t· 
·+ jt' ~· 

♦ .. "-~ + 

begin { main} 
writeln ( chr(24),' curba c' ) ; 
write(' originea reperului (xO,yO) 

readln(xO,yO); 
, ) wr i te ( ' dim 

write(' nivel: ') 
TURTLE_START; 
SET REPER ( xO, yO 

readln(dim); 
readln(nivel) ; 

nivel=S 

, ) ; 
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c ( dim, nivel ; 
TURTLE STOP 

end. 

Curba lui SIERPINSKI 

Curba lui SIERPINSKI are proprietatea că - la infinit - este o 
curbă de lungime infinită delimitată de o suprafaţă de arie finită, şi anume 
de un pătrat. Procedura SPK cc realizează construcţia acestei curbe se 
defineşte astfel: 

SPK 
(n) 

SPK 
(n-t) 

Programul care realizează construcţia curbei este: 

Curba lui SIERPINSKI 

program SIERPINSKI; 

SPK 
(n-t) 

{ genereaza curba lui SIERPINSKI -- autor: M. Vlada} 
var dim, d, xO, yO real; 

nivel, i 
%include turtle.pas; 

: integer; 

procedura SPK (dim: real; nivel:integer ); 
var d: real; 
begin 

if nivel<> O then 
begin 

d :=dim/ sqrt(2); 
SPK( dim, nivel-1 ); 

RIGHT (45); 
FOR_WARD ( d ) ; 
RIGHT (45); 

SPK ( dim, nivel-1 ); 
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LEFT ( 90 ); 
FOR _WARD ( dim ) ; 
LEFT ( 90 ); 

SPK ( dim, nivel-1 )r 

RIGHT ( 45); 
FOR_WARD ( d ) ; 
RIGHT ( 45 ); 

SPK ( dim, nivel-1); 
end 

end; 

H 
nivel=3 nivel=4 nivel=S 

begin { main} 
wr.iteln (chr(24),' curba lui SIERPINSKI'); 
write(' originea reperului (x0,y0) : ')) 

readln (x0,y0); 
write(' diJll 
write(' nivel 
TURTLE_START; 

') ; readln(dim) ; 
readln(nivel); : , ) 

SET REPER ( x0, y0 ); 
d :-; dim/ sqrt ( 2 ); 
for i:=l to 4 do 

begin 
SPK ( dim, nivel 
RIGHT ( 45) ; 
FOR_WARD ( d ) ; 
RIGHT ( 45) 

end; 
TURTLE STOP 

end. 
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Covorul lui SIERPINSKI 

Covorul lui SIERPINSKI reprezintă un exemplu de obiect geometric 
despre care nu s-a putut preciza dacă este o curbă ori o suprafaţă. 
Costrucţia este simplă, şi anume, se pleacă de la un pătrat a cărui suprafaţă 
se împarte în 9 părţi egale prin împărţirea fiecărei laturi în ctte 3 părţi 
egale. Partea din mijlocul pătratului iniţial se elimină, i~r cele 8 pătrate 
rămase stnt supuse aceluiaşi procedeu. Prin continuarea acestui proces, 
care se apJică pătratelor care nu se elimină, Ia infinit, se obţine o 
construcţie geometrică despre care nu se poate spune că reprezintă o curbă 
ori o suprafaţă. Reprezentarea grafică a acestui proces o vom face prin 
desenarea pătratului iniţial şi desenarea tuturor pătratelor care vor fi 
eliminate în timpul procesului de construcţie. Pentru realizarea acestei 
construcţii vom folosi o procedură nerecursivă PATRAT ce desenează un 
pătrat după ce se face fixarea originii reperului de axe în colţul din 
sttnga-jos al pătratului, şi o procedură recursivă covoR care apelează 
procedura PATRAT şi are funcţia de a implementa procesul explicat mai 
sus. Forma procedurii COVOR este dată schematic astfel: 

ICOVORl 
~ 

lrn-1)1 jrn-1)1 j(n-1)1 

BOB 
lrn-1)1 jrn-1)1 j(n-1)1 

Programul care realizează acestă construcţie este: 

Covorul lui SIERPINSKI 

program covor SIERPINSKI; { autor: M. Vlada} 
{ genereaza covorul lui SIERPINSKI - obiect } 
{ geometric despre care nu se poate preciza } 
{ daca este CURBA ori SUPRAFATA } 
var xO,yO,l t real: 

niv : integer 
%include turtle.pas; 
procedure PATRAT ( x,y,i real): 
begin 

PEN UP; 
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SET_REPER ( x,y 
PEN DOWN; 
FORYARD (1) 
RIGHT (90); 

120 

FOR WARD ( l) 
RIGHT (90) 
FOR_WARD (l) 
RIGHT (90) 
FOR_WARD (l) 

RIGHT (90) 
end; 
procedure COVOR x,y,1:real niv :integer ); 
vari :integer; 
begin 

if niv = O then PATRAT ( x + 1/3,y+ 1/3, 1/3) 
else 

begin 
PATRAT( x + 1/3, y + 1/3, 1/3 ); 
for i:= O to 2 do 

COVOR ( x, y + i*l/3 ,1/3, niv-1 ) 
COVOR ( x + 1/3, y + 2*1/3 ,1/3, niv-1); 
for i:= O to 2 do 

COVOR (x+2*1/3,Y+(2-i)*l/3,l/3,niv-l); 
COVOR ( x + 1/3, y ,l/3, niv-1 ); 

end; 
end; 

..•.•....•••..••••.•.•.... 
•O•O•O•O•O•O•O•O•O ........•........•......... 
···□·····□······□·· •□• □••□• •□••□• •□• ... ...... ...... . . ...•...••••..........••.... 
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•= === === ,- -.. --- . r :, ::: . : •O•O•O O•O•O ..•..•... . ...... . 
···□·· ···□··· •□• □• •O •□• a a a a a a ■ a a a a a 
aaaaa ■■ aa ■■■ aaaaaa 
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nivel=3 

begin 

nivel=4 

write(chr(24),' covorul lui SIERPINSKI '); 
write(' originea reperului (xO,yO) '); 
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readln(x0,y0); 
write(' lungime latura ');readln(l); 
write(' nivel : '); readln(niv) ; 
TURTLE_START; 
SET REPER ( x0,y0) ; 
PATRAT ( x0,y0,l ); 
COVOR ( x0,y0,l,niv) ; 
TURTLE STOP; 

end. 

Curba lui HILBERT 

Curba lui HlLBERT c~ te un exemplu de curbă continuă de lungime 
infinită care „umple" un pătrat, adică este o funcţie/:[O, 1] ➔ [O, l]x[O, 1] 
continuă şi surjectivă, dar neinjectivă. Pentru construcţia acestei curbe 
vom defini procedura HIL care se proiectează astfel: 

-~ .. ,-=A ')-11 
r-, 
:c ..z 

I 'lIH ~ 

.... HIL H ! -:r: ~ n-( F-f I 
&: 

Programul care realizează această construcţie este: 

UIIIU 

Curba lui HILBERT 

program HILBERT; 
{ genereaza curba lui HILBERT -- autor: M. Vlada} 
var dim, x0, y0 real; 

v , nivel : integer; 
%include turtle.pas; 
procedura HIL( dim :real; nivel, v integer ); 
begin 

if nivel<> O then 
begin 

LEFT ( V * 9 O ) ; 

11 Q UUl 
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C ~ [ili 
nivel=l nivel=2 nivel=3 

nivel=4 ► nivel=6 
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HIL ( dim, nivel-1, - v ); 
FOR_WARD ( dim ) ; 
RIGHT ( v * 90 ); 
HIL ( dim, nivel-1, v ); 
FOR WARD ( dim ) ; 
HIL-( dim, nivel-1, v ); 
RIGHT (V* 90 ); 
FOR WARD ( dim ) ; 
HIL-( dim, nivel-1, - v ); 
LEFT (V* 90 ); 

end 
end; 
begin { main} 

writeln ( chr(24),' curba lui HILBERT '); 
write (' originea reperului (x0,y0) :');read(x0,y0); 
write ( ' dim '); readln ( dim ) ; 
write ( 'nivel: '); readln (nivel); 
TURTLE_START; 
SET_REPER ( x0, y0 ); 
HIL ( dim, nivel, 1) ; 
TURTLE STOP 

end. 

Curba lui PEANO 

Curba lui PEANO este un alt exemplu de curbă care are proprietatea 
curbei lui HILBERT, dat construcţia ei diferă esenţial de construcţia 
anterioară. Pentru nivelul n = O se trasează un segment de dreaptă format 
din trei părţi egale, iar pentru nivelul n = 1 se efectuează următoarele 
trasări în ordinea indicată de numerele ce apar pe schemă: 
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Programul care realize~ză această construcţie este: 

,·ecwCLW aQa..tQllGI ,....:.o.:-~w.«w 

Curba lui PEANO 

program PEANO; 
{ genereaza curba lui PEANO -- autor: M. Vlada} 
var dim, x0 ,y0: real; 

niv: integer; 
%include turtle.pas; 
procedure PEANO (dim: real niv integer) 
begin 

if niv = o then FOR ~iARD dim ) 
else 

end; 

nivel=l 

begin 

begir. 
p·~ANO ( dim/3, niv-1) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
~EANO(dim/3,niv-1) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
PEANO(dim/3,niv-l) 
PEANO(dim/3,niv-l) 

end; 

---
I I 

I I I I 
I I 

---
nivel=2 

writeln(chr(24),' curba PEANO'); 
write(' originea reperului(x0,y0) 

readln(x0,y0); 
write(' dim ') readln( dim 
write(' niv: ') ; readln( niv 

; LEFT(90) ; 
; RIGHT(90); 
; . RIGHT ( 9 O ) ; 
; RIGHT(90); 
; LEFT(90) 

LEFT(90) ; 
; LEFT(90) ; 

RIGHT(90) ; 

nivel=3 

, ) ; 
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TURTLE_START; 
SET REPER ( xo,yo 
PEANO ( dim niv 
TURTLE STOP; 

end. 

Curba Dragonului 

Curba Dragonului (GARDNER (1980), KROGER (1984)) este o 
curbă care se generează recursiv astfel: pentru nivelul n = O se trasează un 
segment de dreaptă de lungime dim, pentru nivelul n = 1 se trasează două 
laturi alăturate ale unui pătrat de latură dimlv2", şi în general pentru 
nivelul n, se schimbă direcţia spre dreapta cu +45°, se apelează procesul 
pentru nivelul n-1, se schimbă direcţia spre stînga cu +90°, se apelează din 
nou procesul pentru nivelul n-1 şi în final, se schimbă direcţia spre dreapta 
cu +45°. Programul care realizează această construcţie arc următoarea formă: 

. Curba Dragonului 

program DRAGON; 
{ genereaza curba dragonului 
var dim, xO,yO: real; 

-- autor: M. Vlada} 

niv, v integer; 
%include turtle.pas; 
procedura DRAG ( dim :real 
begin 

if niv = o then FOR WARD 
else 

begin 

niv 

dim 

RIGHT ( 45 * v) ; 

V integer ); 

DRAG (dim , niv-1, 1 ); 
LEFT ( 90 *V) ; 
DRAG ( dim , niv-1, -1); 
RIGHT ( 45 * v) ; 

end; 
begin 

end; 

write(chr(24),' curba DRAGONULUI '); 
write(' originea reperului(xO,yO) : 

readln(xO,yO); 
wr i te ( ' dim ' ) 
write(' niv : ') 

readln ( dim ) ; 
readln( niv ) ; 

, ) ; 
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TURTLE _START; 
SET REPER (XO,yO); 
DRAG ( dim /sqrt(2) , niv, 1 ); 
TURTLE STOP; 

end. 

nivel=ll 

nivel=8 

6.2.3. Probleme propuse 
Să se elaboreze algoritmii, procedurile şi programele 

corespunzătoare pentru realizarea următoarelor construc\ii geometrice: 
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c) 

6.3. Grafica TURTLE in limbajul C ............... ,......, _ _,__,,,_, 

Această secţiune există numai pentru simetria capitolului 6. Ea este 
doar o adaptare (utilă măcar pentru comparaţii) a secţiunii 6.2. 

6.3.1. Biblioteca TURTLE.c 
Sursele funcţiilor date (chiar în exces) la programul SIERP (din 

capitolul 1) constituie baza de plecare pentru realizarea de T-grafică în C. 
Ele se pot folosi fie pentru incluziune lexicală, fie pentru obţinerea unei 
biblioteci de module obiect (în accepţiunea RSX-llM). Vom observa doar 
că desenele au fost executate pe masa de desen DGF-1712. 

6.3.2. Apllcaţil 

I* 
curba c 

autor: A. Posea 
*I 
ŞŞnarg=l; 

static double dim=S.; 
C(t) 
int t; 
{ 
if (t) { 

Curba C 
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C (t-1); right(90.); 
C(t-1); left(90.);} 
else forwrd(dim); 
} 
main() 
{ 
int t; double s; 
printf("Nivelul 
printf("Scara 
trtl_start(); 
scale ( s, s) ; 

"); scanf("\d",&t); 
"); scanf("llf", &s); 

C(t); 
trtl_stop(); 
} 
tinclude "turtle.c"; 

uaa ; ;aeag;o~ouo;:;:101:1 

I* 
Arbore binar 

autor: A. Posea 
*I 
static double !imit; 

Arbore binar 

arbore(level, length) 
int leve!; double length; 
{ if (length > !imit) { 

if (leve!) { 

;: ; m ma m oua n um 

forwrd(length); left(45.0); 
arbore(level-1, length/2.0); 
right(90.0); 
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arbore(level-1, length/2.0); 
left(45.0); back(length); 

} 
} 

} 
main() 
{ 
int level; double length, xo, yo; 
printf("\030 Desenarea unui arbore binar"); 
printf("\n originea reperului(xo, yo)"; 
scanf("llf,llf",&xo,&yo); 
printf("\n Nivelul"); scanf("ld",&level); 
printf("\n Lungimea tulpinii"); scanf("llf",&length); 
printf("\n Lungimea minima a unei ramuri"); 
scanf( 11 %ld11 ,&limit); 
trtl_start(); set_reper(xo,yo); 

arbore(level, length); 
trtl_stop(); 
} 

Arborele lui PERRON 

I* 
Arborele lui Perron 

autor: A. Posea 
*I 
static double mugure, unghi; 

Perron(level, ramura) 
int level; double ramura, unghi; 
{ if ( level) { 

left(unghi); forwrd(ramura); 
Perron(level-1, ramura*mugure); . . 
back(ramura); right(unghi*2.0); forwrd(ramura); 
Perron(level-1, ramura*mugure); 
back(ramura); left(unghi*2.); forwrd(ramura); 
left(unghi); forwrd(ramura); 
Perron(level-1, ramura*mugure); 
back(ramura); right(unghi*2.0); forwrd(ramura); 
Perron(level-1, ramura*mugure); 
back(ramura); left(unghi); 
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back( ramura); right(unghi); 
back(ramura); left(unghi); 

} 
} 
main() 
{ double xo, yo; 
printf("\030 Arborele lui Perron'i); 
printf("\n Originea reperului: "); 
scanf("%lf,%lf 11 ,&xo,&yo); 
printf("\n Lungimea tulpinii: "); 
scanf ( "%lf", &ramura) ; 
printf("\n Nivelul: "); scanf("ld",&level); 
printf("\n Poattia mugurelui (0<p<l, u): "); 
scanf("%lf,%lf",&mugure,&unghi); 

• trtl start(); set reper(xo,yo); 
Îorwrd(ramura); Perron(level, ramura); 

trtl_stop() 
} 

Covorul lui SIERPINSKI 

I* 
covorul lui sierpinski 

autor: A. Posea 
*I 
patrat(xo,yo,latura) 
double xo,yo,latura; 
{ register int i; 
setrep(xo, yo); 

} 

for(i=4; i; i--){ 
forwrd(latura); right(90.0);} 

covor(level, xo, yo, latura) 
int level; double xo, yo, latura; 
{ double lat; register int i; lat= latura/3.; 
patrat(xo+lat, yo+lat, lat); 
if (level) { 

for (i=0; i<3; i++) 
covor(level-1, xo, yo+i•lat, lat); 

covor(level-1, xo+lat, yo+2.•lat, lat); 
for (i=3; i>0; i--) 
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covor(level-1, xo+2.•lat, yo+(i-l)*lat, lat); 
covor(level-1, xo+lat, yo, lat); 

} 

} 
linclude •turtle.c•; 
$$narg=l; 
main() 
{ 
double latura; int level; 
printf("\030 Lungime latura:"); 
scanf("%lf",&latura); 
printf("\n Nivelul: "); scanf("%d",&level); 
start(); 
patrat (O.,O.,latura); 
covor(level,O.,O.,latura); 
stop(); 
} 

Curba Dragonului 

I* 
curba Dragonului -- autor: A. Posea 

•I 
static double length=lO.O; 
dragon(virsta, sens) 

nlvel=lO 

int virata, sens; 
{ 
if (virata) 

{ right(45.•sens); 

nivel=l2 
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dragon (virsta-1, sens); 
left(90.*sens); 
dragon(virsta-1, -sens); 
right(45.•sens); 
} else forwrd(length); 

} 
main() 
{ 
int virata; 
double se; 
printf("Virsta Dragonului este"); scanf("ld", 
&virsta); 
printf("Factorul de scara este"); scanf("llf", &se); 
start(); 
scale(sc,sc); 
dragon(virsta, l); 
stop(); 
} 
linclude "turtle.c"; 

Vom prezenta un program care nu este translatare în Ca unuia din 
6.2.2 cu recomandarea de a descoperi singuri iniţiatorul şi generatorul 
figurii rezultate, încercînd eventual unele modificări: 

Programul Vîrf de Lance 

I* 
Virf de lance -- autor: A. Posea 

*I 
LANCE(l, t, s) 
double l; int t,s; 

( 
nivel=l 

{ 
if (t) { 

left(60.*s); 

nivel=2 

LANCE(l*0.5, t-1, -s); right(60.*s); 
LANCE(l*0.5, t-1, s); right(60.*s); 

nivel=3 
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LANCE(l*O.S, t-1, -s); left(60.*s);} 
else 

forwrd( 1); 
} 
$$narg=l; 
main() 
{ 
double l; int t; 
printf("Virsta 
printf ( "Dimens : 
trtl_start(); 
LANCE ( 1, t, 1 ) ; 
trtl_stop(); 
} 

") ; scanf ( "%d", &t) ; 
"); scanf("%lf", &l); 

iinclude "turtle.c"; 

6.3.3. Probleme propuse 
1) Să se realizeze unele variaţiuni pe temele fulg-de-nea, curba lui 1-lilbert, curba lui 

Sierpinski. 

2) Să se calculeze (tn funcţie de t), orientarea iniţială a broaştei, astfel ca figura realizată de 
procedura c să aibă orientarea literei „C". 

3) Să se calculeze (în funcţie de t) lungimea curbei desenate de procedura LANCE. 

6.4. Bibliografie 

[1] HAROLD ABELSON, ANDREA A. DISESSA, 
Turtle Geometry-7he Comp111eros aMcdium for Exp/oru,gMadzematics, voi. I-li, The MITPrcss, 1981. 

[2] UWE BECK, 
Computer Graphik - Bilder und Programme zu Fraklale11, Chaos u11d Selbstăhnlichkeit, 
Birkhauser-Verlag, 1988. 

[3] MARIN VLADA, ADRIAN POSEA, 
GrafkiJ automatlJ fn limbajulFORTRAN 77 fi aplicaţii, Tipografia Univcrsită\ii Bucureşti, rd. li.I 990. 

[4] RICHARD HALPERN, 
Microcomputer Graphics usb1g PASCAL, HAR.PER & ROW, Publishers, New York, 1985. 

[5] SMITII A. R., 
.,Plants, Fracta/s and Fonnal Longuages" în: Compllter Graphics, voi 18, nr. 3, 1984. 
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Reprezentarea graficii a curbelor şi suprafeţelor reclamă cîteva probleme a 
dlror rezolvare depinde de stăpînirea unor noţiuni atît din domeniul 
matematicii cit şi din domeniul informaticii. De aceea, în acest capitol vom 

trata cîteva exemple semnificative din domeniul curbelor şi suprafeţelor, dar şi 
pentru a familiari7.a pe cititor cu complexitatea acestui domeniu de mare interes 
atît pentru matematicieni cît şi pentru ingineri sau informaticieni. Formele unor 
curbe şi suprafeţe sînt dificil de reprezentat, dar acestea sînt deosebit de utile în 
unele aplicaţii elaborate cu ajutorul calculatorului electronic. 

Deliberat, vom scoate tn evidenţă curbele plane remarcabile (de 
exemplu: melcul lui Pascal, cicloida, epicicloida, hipocicloida, astroida, 
strofoida, lemniscata lui Bernoulli, spirala lui Arhimede, etc.), deoarece 
sînt nenumărate situaţiile în care acestea îşi găsesc aplica\ii: tehnică 
(proiectarea roţilor dinţate, a sculelor aşchietoare, desfăşurarea 
suprafeţelor, etc.), arhitectură (forme arhitecturale deosebite), 
televiziune, creaţia artistică, medicină şi farmacie, etc. 

Pentru reprezentarea grafică a suprafeţelor vom folosi metoda 
suprafeţelor bicubice ce au proprietatea că ecuaţiile parametrice se 
exprimă în funcţie de doi parametri a căror putere nu depăşeşte pe 3. 

În raport cu un reper cartezian ortogonal, curbele plane pot fi 
descrise prin ecuaţii explicite, parametrice, polare sau implicite: 

• descrierea prin ecuaţii explicite constă în reprezentarea unui punct 
oarecare (x,y) de pe curbă, sub forma explicită y = f (x). 

• descrierea prin ecuaţii parametrice constă în reprezentarea unui 
punct oarecare (x,y) de pe curbă, sub formax = f (t ),y = g (t ), unde 
t parcurge un interval [a, b] din R, adică F (t) = (f(t),g(t)) ce 
reprezintă de fapt un drum în planul RxR. 

• descrierea prin ecuaţii polare constă în reprezentarea unui punct 
oarecare (x,y) de pe curbă, în coordonate polare (r, t ), unde t 
parcurge un interval [a, b] şi r = f (t ), iar x = r cos (t ), y = r sin (t ). 

• descrierea prin ecuaţii implicite constă în reprezentarea unui 
punct oarecare (x,y) de pe curbă, sub forma ecuaţiei F(x,y) = O. 
Folosind teorema funcţiilor implicite din calculul diferenţial, se 
ajunge la studiul curbelor descrise prin ecuaţii explicite. 
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În toate cazurile, dacă sînt îndeplinite condiţii corespunzătoare din 
calculul diferenţial, se ajunge la studiul curbelor descrise prin ecuaţii 
explicite. După cum vom vedea, această trecere trebuie uneori evitată. 

7.1. Curbe date de ecuaţii explicite 

În acest caz, reprezentarea curbelor plane este dată de expresia 
explicită a coordonatei y funcţie de coordonata x, adică y =f(x). 
Reprezentarea grafică cu ajutorul calculatorului a acestor curbe se 
realizează prin parcurgerea domeniului [a, b] al abscisei x şi determinarea 
valorilor f (x), x e [a, b] ţinind seama de unele scalări atît pe Ox cit şi pe 
Oy în funcţie de particularităţile funcţiei f. Pentru implementarea pe 
calculator a acestei reprezentări trebuie să se ţină seama de dispozitivul 
periferic de afişare grafică pe care utilizatorul doreşte să execute imaginea. 
Pentru minicalculatoarele compatibile PDP (sub sistemul de operare 
RSX-1 lM), în capitolele 1 şi 2 din volumul I s-au prezentat două 
biblioteci de proceduri grafice utilizabile din limbajele PASCAL şi C care 
conţin fiecare procedura corespunzătoare (procedura GRAPH) pentru 
reprezentarea grafică pe intervalul [a, b] a unei funcţii f date de ecuaţia 
explicită y = f (x). 

În limbajul TURBO PASCAL implementat pe microcalculatoare 
compatibile IBM-PC (sub sistemul de operare PC-DOS sau MS-DOS), 
este necesară scrierea de către utilizator a unei proceduri care să ţină 
seama că în acest caz coordonatele cu care se lucrează în modul grafic (prin 
utilizarea procedurilor grafice din biblioteca graph) sînt numere întregi. 
Din acest motiv este nevoie de precauţie privind scara la care se execută 
desenul. Scalarea ce trebuie realizată se obţine tn urma analizei valorilor 
extreme ale funcţiei pe domeniul pe care se reprezintă. 

Pentru exemplificare, vom reprezenta grafic trei funcţii date prin 
ecuaţii explicite şi care au anumite caracteristici: 

• f(x) = {I si;~ I ·•::.~•~:••rvalul (O,&.]; 

• f(x) = dfx\ 
~• pentrux i:!': O, 

unde d(x) este distanţa de la x la cel mai apropiat întreg, pe intervalul 
(0,100); 

• f(x) = 5·e-o,3x + 15·e-O,lx - 20·e-0•2x, pe intervalul [0,10). 
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EXEMPLUL 1: 

Programul GRAFIC1 

{ == 
program GRAFICl 
{ autori I Roxana VI.ADA, Marin VI.ADA 
U888 

graph, crt 
var 
gra.phdriver, graplmode, i 
eh 
11., b, vall 
tl ,t2, acalx, scalY 

1 integer 
I Char 

1 real 
1 integer 

{=-===---=-=-====-----~========= 
function f ( x1 real) 1 real 

{------------------} 
begin 

f 1= li.ba ( sin(x) ) • exp ( - sin ( x) ) 

end; 

{---------------------------------------} 

procedura AXE ( tl, t2 : integer) ; 

{-----------------------} 
{ tr11.ae11.z11. axele de coordonate } 
begin 
aoveto 
11.oveto 
lineto 
lineto 
moveto 

end; 

( O -10 ) 
(-5 t2-5) 
(+5, t2-5) 
( tl, O ) 
(tl-5, -5) 

lineto 
lineto 
11.oveto 
lineto 
lineto 

O, t2 
(O, t2 
(-10, O 
(tl-5,5 
( tl, o 

{-----------------------------------} 
begin { -in} 

===} 

} 

writeln(' Progr11.11. pentru trasarea graficului unei functii '); 
writeln(, autori I ROXAlfA VI.ADA , MARIN VI.ADA , ) ; 
write (' Pentru continuare t11.st11.ti orice tasta I '); read(ch); 
graphdriver :• Detect; 
initgraph( graphdriver, graplmode, ' ' ) ; { init aod grafic} 
setViewport( 20, 150, 500, 300, false); { fixare origine. } 
aetbkcolor ( 1) ; aetcolor ( 14 ) ; 
11. 1= o.o ; b 1= a.o• pi; 
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{ se traseaza graficul } 
scalx 1• 20 1 acalY 1• 20 
tl •• round(a) • acalX 1 t2 
110veto ( round(a) • scalX 
for i1= tl + 1 to t2 do 

1 { scalare pe X si Y} 
:• round(b) • scalX J 
round( f(a) * scalY) ) 

begin 
vall 1= i / 20.0 1 
lineto ( round(vall • scalX) , round( f(vall) • scalY) 

endJ 
{ se tra■-za axele de coordonate} 
AD ( t2+20, 100) 1 
eh 1= readkey 
closegraph 

end. 

EXEMPLUL 2: 

Programul GRAFIC2 

{ ------} 
program GRAFIC2J 
{ autori I Roxana Vlada, Marin Vlada } 
uses 
graph, crt 

var 
graphdriver, graplmode i integer 
tl, t2, scalX ,. sralY integer 
a, b, vall real 
eh I char 

{s-=====-=-===========- -====} 
function f ( x I real) 1 real 
{------------------------------} 
begin 
if x=0.0 then 
f:= 1.0 

elae 
f :• aba( round( x )-x) / x 

endJ 

{------ -----------} 
procedure AD ( tl, t2 : integer 
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{---------------- } 
{ traseaza axele de coordonate } 
begin 

moveto ( o I -10 ) lineto 0 t t2 
moveto (-5 t2-5) lineto ( o I t2 
lineto (+5, t2-5) moveto (-10, o 
lineto (tl I o ) lineto (tl-5,5 
moveto (tl-5,-5 ) lineto (tl ,o 

endJ 

{----------------------------------} 
begin { -in} 
writeln(' Program pentru trasarea graficului unei functii')J 
writeln(' autori a ROXAHA VI.ADA, MARIN VI.ADA ')J 
write (' Pentru continuare tastati orice tasta I ')J 
eh a= readkeyJ 
graphdriver a= Detect J 
initgraph ( graphdriver, graplmode ,' ') J{init grafic mod} 
setVieWport( 20, 150, 500, 300 ,false) J{fizare origine} 
setbkcolor ( 1) J setcolor ( 14 ) J 
a a= o.o J ba= 15,0 J 

{ se traseaza graficul} 
scalX a= 30 J scalY a• 140 J { scalare pe X ai Y} 
tl a• round (a) • scalX J t2 a• round (b) • scalX J 
moveto( tl, round( f(a) • scalY) ) i 
for ia= tl + 1 to t2 do 
begin 
vall 1= i / 30,0 J 
lineto(round(vall•scalX) , round( f(vall)*scalY) ) 

endJ 
{ se traseaza axele de coordonate} 

AXE ( t2 + 20 150) 
eh 1= readkey J 
closegraph J 

end. 

EXEMPLU_L3: 

Programul GRAFIC3 

{=====-=====--=-=,.==•,m,========-:ar-,azr-===-==....-....,=====-====} 
program GRAPIC3i 
{ autori I ROXAHA VLADA , MARIN VI.ADA } 
uses 
graph, crt 

var 
graphdriver, graplmode, i 
tl, t2, scalX, scalY 
a, b, vall 
eh 

{•-= ,....,..=--==-===========-
function f ( x: real) : reali 

a integer 
a integer 

real 
a char 

---==} 
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<--------------------} 
( functia •abaortie-eliainare•} 
begia 

f 1• 5.0 • exp ( -o.3•x) + 15.o • exp( -o.1•x) -
20.0 • exp ( -0.2 •X) 1 

<-------------------------------------------} ~ure AD ( tl, 't2 1 iateger) 1 
( tr-eaza axele de coordoaate } 
begia 

ac,veto 
ac,veto 
liaeto 
liaeto 
aoveto 

ead1 

( O -10) 
(-5, t2-5) 
(+5, t2-5) 
(tl, O ) 
(tl-5,-5 ) 

lineto 
liaeto 
a,veto 

1 liaeto 
1 lineto 

O, t2 
O, t2 

(-10, O 
(tl-5,5 
(tl ,o 

(--------------.,--------------} 
begia ( ll&ia} 
vritela(' Program pentru traaarea graficului unei fuactii•) 1 
vritela( ' autori : Roxaaa VI.ADA , Ilaria VLADA • ) 1 
vritela( • Pentru continuare taatati orice t-ta I • ) 1 
ah 1• readkey 1 
graphdriver 1-= Detect 1 
iaitgraph(grapbdriver, graplmode ,' ') 1( init aod grafic} 
aetViewport ( 50, 100, 500, 300, falae); { originea } 
aetbkcolor ( 1) 1 aetcolor ( lt ) 1 
a 1• o.o , b 1= to.o, 

( •• traaeaza graficul} 
acalX 1• 10 1 acalY 1• t5, ( ■calare pe X ai Y} 
tl 1• round( a ) • acalX 1 t2 1• round ( b ·) • acalX 
aoveto ( tl , round( f( a ) • acalY ) ) 1 
for i 1• tl + 1 to t2 do 

begin 
vall 1• i / 10.0 1 
lineto ( round( vall•acalX) , round( f(vall) • acalY) ) 1 

end1 
{ ae tr-•aza uele de coordoaate} 
AD ( t2 + 20, 150) 1 

cb •"' readkey 
cloaegrapb; 
end. 
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7.2. Curbe date de ecuaţii parametrice 

În acest caz, curbele plane sînt exprimate de o funcţie 
F(t) = (f (t ),g (t )), unde te [a, b], F:R-+ RxR (F semnificl un drum în 
planul RxR). Pentru reprezentarea grafică a unei astfel de curbe, se 
consideră o diviziune a intervalului [a, b] după ce în prealabil s-a realizat 
o scalare tn funcţie de cardinalul mulţimii [a, b] n N sau [a, b] n Z, după 
caz. Aceste aspecte practice de implementare pot fi urmărite în programul 
CURBE care realizează reprezentarea grafică a unor curbe plane 
remarcabile si anume: . . 

1. Concoida lui NICOMEDE (concoida dreptei) 

x = a ± b cos t, y = a tg t ± b sin t, t e (- ;, ; ) 

2. Melcul lui PASCAL (concoida cercului; cardioida pentru a= b) 

x = 2 (a cost+ b) cost 
y = 2 (a cost+ b) sin t, t E( -x,x) 

3. Cisoida lui DIOCLES 

x = 2asin2 t 

y = 2 a sin2 t cost, 

5. Trisectoarea lui MAC-LAURIN 

x = a (4cos2 t - 1),y = a (4 cos2 t - l)·tgt, te(-~.-;.) 

6. Trisectoarea lui LONGCHAMPS 

- a - a tgt ( X X) { X} 
X- 4cos2,-3·Y- 4cos2t-3' re -z•'! \ ±6 

7. Cicloida 

x=at-bsint,y=a-bcost, tER 

8. Epicicloida 

r r 
x = (R + r)·cos "Rt - r·cos (t + "R'), 
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y = (R + r) ·sin fr- r·sin (t + 1f), te [O, 2n] 

Obaervaţll: 
• dacll R =r se obţine cardioida; 
• forma epicicloidei depinde de raponul '1R,-
• epicicloida a fost introdusll in anul 1525 de Albrecht Dilrer pentru 

ob/inerea de figuri ornamentale. 

9. Hipocicloida 

r r x = (R - r) cos "R t + r cos (t - "R t), 

y = (R -r) sinii - rsin (t -it), te [O, 2n]; 

Observaţie: pentru R = 4r se va obţine astroida. 

10. Astroida 

x = a cos3 t,y = a sin3 t, te [O, 2n] 

Observaţie: Astroida a fost introdusll tn anul 1715 de elitre G. Leibnltz. 

11. Strofoida 

" " x = a (1 ± sint),y = a (1 ± sint) tgt, t E (--z,2°) 

12. Bucla Maria Agnesi 

x = a ctgt,y = a sin2 t, te (0,n) 

Programul CURBE 

(===========-=-======-===--=-======-=} 
program CURBE 
uaea 

graph, crt 
var 

graphdriver, graplmocle 
eh 
graphX, graphY 
a, b, arg, vall, val2 
i, tl, t3t, flag 

1 integerJ 
1 char; 
1 array(-319,.319] of integer; 
1 real; 
1 integer; 

(--====- ---...... ==-====---=-=-=-==-} 
procedura IRIT; 
<-------------} 
begin 

graphdriver 1= DetectJ 
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initgraph ( graphdriver, graphmode ' ' )1 { init mod grafic} 
setViewport ( 320, 175, 500, 200, false )1{ fixare origine} 
aetbkcolor ( 1) 1 { culoare fond =albastru} 
aetcolor ( 14) ; { culoare desen= galben } 
rectangle ( -150, -150, 150, 150 )1 { deseneaza un chenar} 
setViewport ( 170, 25, 470, 325, true )1 { fixare fereastra} 

end1 
procedura STOP1 
{-------------} 
{ iesire din modul 
begin 
eh 1= readkey1 

closegraph; 
end1 

procedura AXE1 
{--------} 
{ deseneaza axele 
begin 

moveto 120, 
lineto 180, 
moveto 
lineto 

end1 

150, 
150, 

grafic} 

{ inghetare imagine} 
{ iesire mod grafic} 

(format mic) in origine} 

150 )1 
150 )1 
120 )1 
180 )1 

procedura GRAPBl ( tl, t2 1 integer) 1 

{------------------------------------------------} 
{ deseneaza curba data de ecuatiile parametrice 

x := f (t) , y 1= g(t) pe intervalul [tl ,t2J } 
var 

i I in";eger1 
begin 

moveto ( graphX[tlJ , graphY[tlJ 
for i:= tl + 1 to t2 do 

lineto ( graphX [ i J , graphY 
end1 

{ fara trasare} 

i )1{ trasare} 

{-----------------------------------------------} 
begin { main} 
writeln('*******••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••'); 
writeln(' CURBE PLARB REMARCABILE '); 
writeln(' autor: M. Vlada '); 
writeln( 1 •••••••••••~••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 ); 

writeln(' 1 =concoida HICOMBOE 2 =melcul lui PASCAL ')1 
writeln(' 3 =cisoida DIOCLBS 4 =cisoida elipsei '); 
writeln(' 5 =trisectoarea MAC-LAURIH 6 =trisectoarea LOHGCBAMP6')1 
writeln(' 7 =cicloida 8 =epicicloida ')1 
writeln(' 9 =hipocicloida l0=astroida '); 
writeln(' ll=strofoida 12=bucla MARIA AGHBSI ')1 
writeln(' ( centrul ecranului= r=iginea sist-ului cartezian '); 
writeln('****************••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••); 
write(' precizitati numarul de ordine pentru curba dorita : '); 
read (flag) 
case flag of 

14" 



.\i'LlCAŢII 1N TEORIA CURBELOR ŞI SUPRAFEŢELOR -----------

{ ==-m-== curba lui NICOMEDE --------} 
1 abegin 

writeln(' curba lui HICOMEDB ') 
write (' dati parametri a, b = ')1 read( a, b) 
tl 1= round( (-pi/ 2.0)*100) 1 t2 :=round( (pi/ 2.0)*100)1 
{ factorul 100 reprezinta scalarea imaginii} 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg 1= i / 100;00 1 
{ vectorii graphX, graphY retin coordonatele pentru desenare} 
graphX [i) := round( (a+ b • cos (arg) ) • 100 )+150 1 
graphY (i) := round((a*sin(arg)/cos(arg) + b•sin(arg))*l00)+lS01 
end1 

INIT 1 
AXE ; 
GRAPBl ( tl, t2 ); 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 100.00 
graphX[iJ := round( 
graphY[i) := round( 
end1 

GRAPBl ( tl, t2 ) 1 
end1 

Concoida NICOMEDE 
a=0,2, b=0.4 

a - b • cos(arg) ) *100 )+150 1 
a•sin(arg)/cos(arg) - b*sin(arg))*l00)+1501 

Melcul lui PASCAL 
a=0.5, b=0.3 

{-----------------melcul lui PASCAL-----------------} 
2 I begin 

writeln(' melcul lui PASCAL •) 1 
write (' dati parametri a ,b = ')1 read (a, b) 
tl := round( -pi• 90) : t2 1= - tl: 
for ia= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 90.00: 
graphX[i) := round( ( 2 *(a* cos(arg) + b)*cos(arg) ) * 90 ); 
graphY[iJ := round( ( 2 *(a• cos(arg) + b)*sin(arg) ) • 90 )1 
grapbX[iJ := graphX[iJ + 150; grapbY[iJ := graphY[iJ + 150 
end1 

IRIT 1 
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AD 
GRAPBl ( tl, t2 ) 
encl; 

{ ~-= ciaoida lui DIOCLBS ( ciaoida cercului===-=-} 
3: begJ:n 

writeln(' ciaoida lui DIOCLBS ( ci•oida cercului 
write ( • dati paruietrul a = .' ) J read ( a ) J 
tl :• rouncl ( (-pi /2,0) • 90) J t2 1= - tl J 

• )J 

for 1:• tl to t2 do 
begin 
arg 1• 1 / 90.0 J 
graphX[i] 1= rouncl( 
graphY[i] 1- rouncl( 

end; 
IRIT J 
AD J 
GRAPBl ( tl, t2 ) 
encl; 

Cisoida lui DIOCLES 
a=l 

2•a•sin(arg) •sin(arg) ) • 90) + 150 J 
2•a•sin(arg)•sin(arg)•sin(arg) /coa(arg) 
•-90) + 150 J 

Cisoida elipsei 
a=0.8, b=0.4 

{ -™ = - == cisoida elipsei =- ==- -=-==} 
4 I begin 

writeln(' cisoida elipsei') J 
write ( • dati parametri a , b =- ' ) J read ( a , b 
tl := round( ( - pi/ 2.0) • 90 t2 := - tl 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 90.0 + O.Ol 
graphX[i] 1= round( ( 2•a•a•11. / ( a•a + b•b• sqr ( cos(arg) / 

sin(arg) ) ) ) • 90 ) + 150 J 
graphY[i] := round( ( 2•11.•11.•a / ( a•a • cos(arg) / sin(arg) + 

b•b • sqr ( cos(arg) / sin(arg) ) • 

endJ 
INIT J 
AD J 
GRAPBl ( tl, t2 ) 
enc:11 

( cos(arg) / sin(arg) ) ) ) • 90) + 150 
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{ ---------------- trisectoarea lui MAC - LAURIN ====~-=-====} 
5: begin 

writeln(' triaectoarea lui MAC - LAURIN' ) 
write ( ' dati parametrul a = ' ) 1 read ( a 
tl 1= round ( ( - pi/ 2.0 ) • 90) 1 t2 := - tl 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 90.0 + O.Ol 
graphX[iJ 1= round (( 4 •a• coa(arg) • coa(arg) - a)• 90)+150; 
graphY[iJ := round ( ((4 •a• coa(arg) • coa(arg) - a) • 

end; 
INIT; 
AXE 
GRAPBl ( tl, t2 ) 
end1 

Trlsectoarea MAC-LAURIN 
a=0.4 

ain(arg) / coa(arg) ) • 90 ) + 150 ; 

Trisectoarea LONGCHAMPS 
a=l.5 

{ =====---=-===- triaectoarea lui LONGCBAMPS - -====} 
6 I begiD 

writeln( • triaectoarea lui LONGCBAMPS •) ; 
write ( • dat! parametrul a = ' ) 1 read ( a ) ; 
tl 1= round ( ( - pi/ 2.0) • 50 ) ; t2 := - tl 
for i 1= tl to t2 do 

begin 
arg 1= i /SO.O+ O.Ol 
graphX[iJ := round ( (a/ (4 • cos(arg)*coa(arg) -3) ) •SO) +1501 
graphY[iJ 1= round ( ( ( a• ain(arg) /coa(arg) ) / ( 4 • 

end; 
IRIT; 
AD 
GRAPBl ( tl, t2) ; 
end; 

cos(arg) • cos(arg) - 3) ) • 50) + 150 1 

{ ===-= ----------} 
7 I begin 

writeln( • cicloida •) ; 
write (' dat! paruietri a, b = ') ; read (a, b) ; 
tl 1= round ( ( - 2 • pi• 1.4 )* 35 ) ; t2 := - tl; 
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for i := tl to t2 do 
begin 
arg:= i / 35.0, 
graphX[i] := round 
graphY[iJ := round 
end; 

IRIT I 
AXE 
GRAPHl ( tl, t2) ; 
end; 

Cicloida 
a=0.6, b=0.9 

a * arg - b*sin(arg) ) *· 35 ) .+ 150 
a - b * cos(arg) ) * 35 ) + 150 

{ ======================= epicicloida========================} 
8 1 begin 

writeln(' epicicloida'); 
write (' dati parametri a, b =') ; read (a, b ); 
tl := O t2 := round ( 10 *pi* 10) ; 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 10.00; 
vall 1= b •arg/ a 
grapbX[iJ 1= round( 

graphY[iJ 

end; 
IRIT; 
AXE 

:= round( 

GRAPBl ( tl, t2 ); 
end; 

val2 := arg+ b *arg/ a; 
( a+ b) * cos( vall ) - b * 
cos( val2 ) I * 60 ) + 150; 

(a+ b) * sin( vall ) - b * 
sin( val2 ) ) * 60) + 150; 

{=====================hipocicloida=====================--=====} 
9: begin 

writeln(' hipocicloida') ; 
write (' dati parametri a, b = ') ; read (a, b) 
tl :=O; t2 := round ( 10 *pi* 10) ; 
for i := tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 10.00; 
vall := b •arg/ a val2 := arg - b *arg/ a 
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Epicicloida 
a=0.2, b=0.3 

Epicicloida 
a=0.5, b=0.3 

Figuri ornamentale Introduse de Dilrer, 1525 

Epicicloida 
a=0.4, b=0.9 

Hipocicloida 
a=0.5, b=0.2 

Hipocicloida 
a=0.1, b=0.9 

Epicicloida 
a=0.2, b=0,9 

Hipocicloida 
a=0.3, b=0.7 
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graphX[i] := round( (( a-b) * cos( vall 
150) + 150: 

graphY[i] := round( (( a-b) * sin( vall 
150 ) + 150: 

Curbe date de ecualii parametrice 

+ b * COS( val2 )) * 

- b * sin( val2 )) * 

end; 
INIT; 
AXE 
GRAPHl ( tl , t2 ) ; 
end; 

{ ================== astroida ================~=========} 
10: begin 

writeln(' astroida ') ; 
write ( • dati parametrul a = ' ) ; read ( a ) 
tl :=o; t2 := round ( 2 *pi* 10) ; 
for i := tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 10.00; 
graphX[i] := round 

graphY[i] 1= round 

end; 

INIT; 
AXE 
GRAPHl ( tl, t2 ) 
end; 

( a * 
60 

( a * 
60 

Astroida (G. Leibnitz, 1715) 
a=2 

cos(arg) 
+ 150: 
sin(arg) 
+ 150; 

* cos(arg) * cos(arg) ) * 

* sin(arg) * sin(arg) I * 

Strofoida 
a=0.4 

{ ===================== strofoida ==================} 
11 : begin 

writeln(' strofoida ') ; 
write (' dati parametrul a='): read (a) : 
tl := round ( ( - pi/ 2 ) * 60) ; t2 := -tl; 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 60.0 + O.Ol 
graphX[i] := round( (a+ a* sin(arg) ) * 60 + 150: 
graphY[i] := round( ( a•sin(arg)/cos(arg) +a* sin(arg) * 
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sin( arg) / cos(arg) ) • 60 ) + 150 
end; 

IRIT; 
AXE 
GRAPHl ( tl, t2 ) I 
for ir= tl to t2 do 

begin 
arg r= i / 60.0 + O.Ol 
grapbX[i] := round( ( a - a• sin(arg) ) • 60 ) + 150; 
grapbY[i] := round( ( a•sin(arg)/cos(arg) - a• sin(arg) • 

sin(arg) / cos(arg) ) • 60 ) + 150 
end; 

GRAPBl ( tl, t2 ) ; 
end; 

{--------=----------bucla MARIA AGHESI -==---s---------} 
12 r begin 

writeln(' bucla MARIA AGHESt ') ; 
write (' dati parametrul a=') ; read (a) 

+ 
tl r= 1 ; t2 r= round( 
for ir= tl to t2 do 

begin 
arg r= i / 60.0 
grapbX[i] 
graphY[iJ 
end; 

IRIT I 
AXE 

:= round 
r= round 

GRAPBl ( tl, t2 ) 
end; 

end1 
STOP; 
end. 

pi 

a • 
a • 

60) - 1 

cos(arg) I 

Bucla MARIA .v: i~ESI 
a=0.7 

sin(arg) • 60 + 150 
sin(arg) • sin(arg) • 60 + 150 

{ ==---==~=~-==--==== sfirsit program--------------= -==-=} 
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7.3. Curbe date de ecuaţii polare 

în acest caz, curbele sînt exprimate de coordonatele polare (r, t), unde 
te [a,b] iar r =f(t). Pentru reprezentarea grafică a unei astfel de curbe, 
este necesar ca pentru un punct dat în coordonate polare (r, t) să se realizeze 
transformarea în coordonate carteziene. Această transformare este: 

x = f(t) cost 
y = f (t) sin t. 

în felul acesta am transformat problema pentru curbe plane 
exprimate cu ecuaţii parametrice. Vom prezenta în limbajul TURBO 
PASCAL programul POLARE care realizează reprezentarea grafică a unor 
curbe plane remarcabile, şi anume: 

1. Lemniscata lui BERNOULLI 

r = ± a "2 cos 2i, te (-n/4, n/4) 

2. Concoida lui NICOMEDE 

__ a_+b n n 
r - cost - ' t E ( -z, z) 

3. Melcul lui PASCAL 

r = 2a cost ± 2h, t E [ -nn, nn] 
4. Cisoida lui DIOCLES 

r = 2a·sint ·tgt, t E (-nn,nn) 

5. Trisectoarea lui MAC-LAURIN 

4cos2t - 1 n :,r; 
r = a cost ' t E ( -z, z) 

6. Strofoida 

l±sint :,r;n 
r = a cos t ' t E ( -z, z) 

7. Spirala logaritmică 

r = a·e1+t, te (O, 00) 

8. Spirala hiperbolică 

a r = 1, t E (O, 00) 

9. Spirala lui ARHIMEDE 

r = a t, t e (O, 00) 
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Programul POLARE 

{=~=-===c===--======================z=~================~=--=} 
program POLARE; { autor: M. Vlada} 
uses 

graph, crt J 
var 

graphdriver J graphmode integer; 
eh I char; 
graphX, graphY array[-319 •• 319] of integer; 
a , b , arg ; vall , val2 real; 
i, tl, t2, flag I integer; 

{=============--================================} 
procedure INIT; 

{-------------} 
begin 

graphdriver 1= Detect; 
initgraph ( graphdriver, graptuaode, ' ' ); { init mod grafic} 
setViewport ( 320, 175, 500, 200, false);{ fixare origine} 
setbkcolor ( 1 ) ; { culoare fond albastru} 
setcolor ( 14 ) ; { c'Uloare desen= galben } 
rectangle ( -150, -150, 150, 150 ); { deseneaza un chenar} 
setViewport ( 170, 25, 470, 325, true ); { fixare fereastra} 

end; 
procedure STOP; 

{-------------} 
{ iesire din modul grafic} 
begin 
eh 1= readkey; 

closegraph; 
end; 

procedure AXE; 

{------------} 
{ deseneaza axele 
begin 

moveto 120, 
lineto 180, 
moveto 
lineto 

end; 

150, 
150, 

{ inghetare imagine} 
{ iesire mod grafic} 

(fonaat mic) in origine} 

150 ); 
150 ); 
120 ); 
180 ); 

procedura GRAPHl ( tl, t2 : integer) ; 

{------------------------------------------------} 
{ deseneaza curba data de ecuatia polara 

r = f (t) pe intervalul [tl ,t2J } 
var 

i integer; 
begin 

moveto ( graphX[tl] , graphY[tl] 
for i1= tl + 1 to t2 do 

{ fara trasare} 
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lineto ( graphX [ i J , graphY ( i J )1{ trasare} 
ench 

{-----------------------------------------------} 
begin { IIAin} 
vritaln( 1 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 ); 

writeln(' CURU PLARB REMARCABILE ') 1 
writeln(' autor a ii • Vlada ') 1 
writeln('*******************************************************')J 
writeln(' 1 =lemniscata BBRNOULLI 2 =concoida HICONBDB ') 1 
writeln(' 3 =melcul lui PASCAL 4 =cisoida lui DIOCLBS ')J 
writeln( • 5 =trisectoarea MAC-l,,AURIII' 6 =strofoida •) 1 
writeln(' 7 =spirala logarit:..ca 8 =spirala hiperbolica '); 
writeln(' 9 aspirala lui affilli0$DB ')1 
writeln(' ( centrul ecran~iui ""'Originea sistemului cartezian ')1 
writeln('******••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••)J 
write(' precizitati nU11Arul de ordine pentru curba dorita 1 '); 

read ( flag ) ; 
case flag of 
{ =-== =--= lemniscata BBRNOULLI ====} 

1 I begin 
writeln(' lemni■cata BBRNOULLI ' ) 1 
write (' dati parametrul a = ') 1 read( a ) 

Lemniscata BERNOULLI 
a=0.8 

tl := round( (-pi/ 4.0)*50) 1 t2 a=round( (pi/ 4.0)*50); 
{ factorul 65 reprezinta scalarea illAginii} 
for ia= tl to t2 do 

begin 
arg•= i / 50.00 1 
{ vectorii graphX, graphY retin coordonatele pentru dese . .iare} 
vall a• cos(arg) *a* aqrt( 2.0 • cos( 2.0 • arg) ) J 
val2 a= sin(arg) *a• aqrt( 2.0 • coa( 2.0 * arg) ) ; 
graphX [i] :~ round( vall * 50 + 150, 
graphY [i] := round( val2 * 50 + 150 1 
end1 

IRU J 
AD J 
GRAPBl ( tl, t2 )1 
tl := round ( 3.0 *pi/ 4.0 ) *so) 
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t2 := round ( ( s.o *pi/ 4.0) * so 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 50.00 J 
vall 1= cos(arg) *a* sqrt( 2.0 * cos( 2.0 * arg) 
val2 1= sin(arg) *a* sqrt( 2.0 * cos( 2.0 * arg) 
graphX[iJ 1= round ( vall *SO)+ 150 
graphY[iJ 1= round ( val2 * SO ) + 150 
endJ 

GRAPBl ( tl, t2 ) 1 
endJ 

{ ============ concoida NICOMEDE -=------=--=-} 
2: begin 

writeln(' concoida lui NICOMEDE' ) J 
write (' dati parametri a, b =' ) ; read (a, b) 

Concoida lui NICOMEDE 
a=b=0.3 

tl := round ( ( - pi/ 2.0 + O.Ol ) * 65) 
for i 1= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 65; 
vall 1= cos(arg) * 
val2 1= sin(arg) * 
graphX[i] := round 
graphY{iJ := round 
end; 

INIT; 
AJCE 
GRAPBl ( tl, t2 ) ; 
for ir= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 65.00 J 
vall 1= cos(arg) * 
val2 1s sin(arg) * 
graphX[i] 1m round 
graphY[iJ 1= round 
endJ 

GRAPBl (tl, t2) ; 
endJ 

a/ cos(arg) + b) J 
a/ cos(arg) + b) ; 
vall * 65 ) + 150 J 
val2 * 65 ) + 150 J 

a/ cos(arg) - b) J 
a/ cos(arg) - b) ; 
vall * 65 ) + 150 
val2 * 65) + 150 1 

t2 := - tl 

{===--==--== melcul lui PASCAL =--=•==-2==-===== =} 
3 I begin 

writeln(' melcul lui PASCAL' ) 
write ( ' dat parametri a , b = ' read (a, b) 
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tl := round ( ( - pi/ 2.0) * 65) 
for i1= tl to t2 do 

t2 := - tl ; 

begin 
arg:= i / 65.00; 
vall 1= cos(arg) * 
val2 1= sin(arg) * 
graphX[i] 1= round 
graphY[i] :~ round 
end; 
INIT 
AXE 

GRAPBl ( tl, t2 ) ; 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 65.00; 
vall := cos(arg) * 
val2 1= sin(arg) * 
graphX[i] := round 
graphY[i] := round 
end; 

2 *a* cos(arg) + 2 * b 
2 *a* cos(arg) + 2 * b 
vall * 65 ) + 150 
val2 • 65) + 150; 

2 * a,* cos(arg) - 2 * b 
2 *a* cos(arg) - 2 * b 
vall * 65) + 150 
val2 * 65 ) + 150; 

Melcul Iul PASCAL (cardioida) 
a=b=0.4 

.__ _________ _J 

GRAPBl ( tl, t2) 
end; 

{===-== =- =-===== cisoida lui DIOCLES -=-~-=========} 
4 I begin 

writeln(' cisoida. lui DIOCLES • 
write ( • dati parametrul a = • read ( a ) 
tl := round ( ( - pi/ 2 ) * 65 t2 := - tl 
for i:= tl to t2 do 

begin 
arg:= i / 65.00; 
vall 1= cos(ar9) * ( 2 *a* sin(arg) * sin(arg) / cos(arg) ); 
val2 := sin(arg) * ( 2 *a* sin(arg) * sin(arg) / cos(arg) ); 
graphX[i] 1= round( vall * 65) + 150 
graphY[i] := round( val2 * 65 ) + 150 
end; 

INIT; 
AXE 
GRAPBl ( tl, t2) ; 
end; 

{=-===========- trisectoarea MAC - LAURIN === = 
5 1 begin 

---} 
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writeln(' trisectoarea MAC - LAURI& ') J 
write ( ' dati parametrul a = ' ) J read ( a ) ) 
tl 1• round ( ( - pi/ 2 ) • 65 ) J t2 1- - tl J 
for i 1• tl to t2 do 

begin 
arg 1= i / 65.00 1 
vall 1• cos(arg) • 
val2 1-= sin(arg) • 
graphX [ i] 1-= round 
graphY[i] 1= round 
endJ 

IRIT 1 
AXB I 
GRAPBl ( tl, t2) J 
endJ 

{---=-
6 I begin 

a• ( 4•cos(arg) - 1/cos(arg) 
a_• ( 4•cos(arg) - 1/cos(arg) 
vall • 65) + 150 J 
val2 • 65) + 150 1 

strofoida ..... ...,_,..,.. _ _,.==-====-} 

writeln(' atrofoida ')1 
write ( ' dati parametrul a • ' ) 
tl 1= round( ( - pi/ 2 ) • 65) 
for i1• tl to t2 do 

begin 

read (a) 
t2 1= - tl 

arg 1= i / 65.00 J 
vall := cos(arg) • 
val2 1= sill._(arg) • 
graphX[i] 1• round 
graphY[i] 1= round 

a / cos(ar~ + a • rin(Irg)/cos(arg) )1 
a/ c08-(arg) +a. sin(arg)/coa(arg) )J 
vall • 65) + 150 J 

endJ 
IRIT J 
AXB 
GRAPBl ( tl, t2 ) J 
for ii= tl to t2 do 

begin 
arg 1= i / 65.00 J 

val2 • 65) + 150 1 

vall 1- cos (arg)• (a/ cos(arg) - a• ain(arg) / cos(arg) )1 
va.12 1• sin (arg)• (a/ cos(arg) - a• ain(arg) / cos(arg) )J 
graphX[i] 1-= round ( vall • 65) + iso 
graphY[i] 1= round (.val2 • 65) + 150 
endJ 

GRAPBl ( tl, t2) J 
endJ 

{-==----==-==== spirala logaritmica= - = -===} 
7 I begiD 

writeln(' spirala logaritmica ' ) 
write ( ' dati parametrul a = ' ) read ( a ) J 
tl 1= 1 J t2 1• 15 • lOJ 
for ii= tl to t2 do 

begin 
arg•= i· / 10.00 
vall 1= cos(arg) •a• exp ( 1.00 + arg 
val2 1• ain(arg) •a• exp ( 1.00 + arg 
graphX[i] 1= round ( vall • 10) + 150 
graphY[i] := round ( val2 • 10) + 150 
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end1 
INIT 1 AXB GRAPBl ( tl, t2) 1 
end1 

{-===---=- spirala hiperbolica a-=====-= ==-=} 
8 1 begin 

writeln(' spirala hiperbolica') 
write (' dati par1111etrul a = ' ) read ( a ) 
tl 1• 1 J t2 1= 15 • 10 1 
for 11= tl to t2 do 

begin 
arg 1= i / 10,00 1 
vall 1= cos(arg) •a/ arg 1 val2 1= sin(arg) *a/ arg 
grapbX[iJ 1= round ( vall * 10) + 150; 
grapbY[iJ := round ( val2 * 10) + 150 1 
end1 

INIT 1 
AXE ; 
GRAPBl ( tl, t2) 
end1 

Spirala logaritmică 
a=0.05 

Spirala hiperbolici 
a=7 

Spirala lui ARHIMEDE 
a=0.6 

(=. spirala lui ARHIMEDE ==--=====} 
9 I begin 

writeln(' spirala lui ARHIMEDE• 
write ( • dati par1111et~l a = ' ) 
tl I"" 1 ; t2 1= 25 * 10 ; 
for i 1= tl to t2 do 

begin 
arg 1= i / 10.00 1 

. , 
read (a) 

vall 1= cos(arg) *a* arg 1 val2 1= sin(arg) *a* arg 
grapbX[iJ a= round ( vall * 10) + 150 
grapbY[iJ 1• round ( val2 * 10) + 150; 
end; 

INIT; 
AD 
GRAPBl ( tl, t2) J 
end; 

end; 
S'l'OPJ 
end. 
{ --====--= sfirsit progr1111 =======-=--=-=-====} 
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7.4. Curbe şi suprafeţe în spaţiu 

în domeniul aplicaţiilor grafice pe calculator, o importanţa deosebită 
o are modelarea corpurilor în spaţiu, precum şi studiul imaginilor 
provenite din analiza unor procese. Reprezentarea imaginilor pe ecranul 
unui dispozitiv grafic se face în mai multe moduri astfel tncît aceasta să fie 
cit mai sugestiv!: 

• reprezentări prin puncte (reprezentări prin secţiuni transversale) 
• reprezentări tip „wire-frame" (,,cadru de sirmă") 
• reprezentarea prin reţea de poligoane (reprezentarea poliedrală) 
Toate aceste reprezentări ridică fiecare probleme specifice, în 

literatura de specialitate acestea fiind tratate cu mare atenţie în funcţie de 
aplicaţiile grafice în care se intîlnesc. 

Curbele şi suprafeţele în spaţiu sînt mai dificil de reprezentat, dar 
necesitatea lor în aplicaţiile grafice este evidentă dacă se ţine seama de 
complexitatea temelor care se studiază. Pentru modelarea curbelor şi 
.suprafeţelor în spaţiu se foloseşte reprezentarea parametrică a acestora. 
în felul acesta se pot descrie curbele şi suprafeţele parcurgînd cu un pas 
convenabil ales domeniile parametrilor folosiţi (teoretic intervalul [0,1 ), 
practic, în funcţie de dispozitivul periferic de ~fişare şi limbajul de 
programare utilizat). O primă problemă este exprimarea curbelor prin 
funcţii parametrice cubice de forma: 

F (t) = a i3 + b t2 + c t + d, 

unde a, b,c,d E R.şi t E [O, 1]. _ _. 
în felul acesta o curbă în spaţiu este descrisă de ecuaţiile parametrice: 

x =x!tl y=y t 
z =z t 

unde x (t), y (t), z (t) sînt funcţii parametrice cubice care se obţin din 
expresia lui F prin înlocuirea parametrilor a, b, c, d cu coeficienţii 
corespunzători. Pentru reprezentarea imaginii curbei pe ecran există mai 
multe modalităţi: 

• forma de reprezentare HERMITE - capetele curbei să coincidă 
cu. doua puncte date şi tangentele la capetele curbei să coincidă cu 
două direcţii date; ~ 

• forma de reprezentare BEZIER - capetele curbei să coincid! cu 
două puncte date şi tangentele la capetele curbei să coincidă cu 
doua direcţii determinate de capetele curbei şi două puncte de 
control alese corespunzător; 

• forma de reprezentare B-spline - se foloseşte o mulţime de 
puncte de control. 
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Pentru repre.:entarea suprcfeţelor în spaţiu vom folosi două familii 
de curbe cubice corespunzătoare celor două direcţii într-un plan xOy. Prin 
urmare, ecuaţia suprafeţei trebuie să se exprime în funcţie de doi 
parametrii s şi t, adică: 

;:;~:::~ 
z = z ~t, s), unde s, t E [O, 1]. 

Aceste relaţii sînt ecuaţiile unei suprafeţe bicubice. Pentru 
reprezentarea imaginii suprafeţei pe ecran există şi în acest caz trei 
modalităţi: 

• forma de reprezentare DERMITE - suprafaţa să treacă prin patru 
puncte din spaţiu, corespunzătoare valorilor extreme O şi 1 pentru 
parametrii s şi t (acestea se notează cu Poo, Poi, P1o, P11) şi să aibă 
trei tangente la suprafaţă date tn fiecare din aceste puncte; 

• forma de reprezentare BEZIER - suprafaţa să treacă prin 4 
puncte date ca la forma HERMITE şi în plus să existe 12 puncte 
de control prin intermediul cărora se precizează tangentele la 
suprafaţă în cele 4 puncte; 

• forma de reprezentare B-spline - suprafaţa este definită prin 16 
puncte de control prin analogie cu curbele B-spline. 

Forma generală a unei coordonate în funcţie de parametrii s şi teste: 
4 8 12 16 

F (s, t) = ")" ak s3,4-k + ")" ak s2,s-k + i ak s ,12-k + ")" ak t16-k_ 
f=:1 ~ K=9 k~3 

în continuare, vom prezenta elementele necesare pentru 
reprezentarea suprafeţelor sub formă HERMITE prin intermediul unui 
algoritm implementat ulterior într-un program scris în limbajul TURBO 
PASCAL pentru microcalculatoare compatibile IBM-PC. 

Fie P;;, i,j E {O, 1} cele 4 puncte de control corespunzătoare valorilor 
extreme O şi 1 ale parametrilor s şi t prin care trebuie să treacă suprafaţa, 
adică P;; (x;; ,Yij ,z;; ), i,j E {O, 1} sînt puncte cu coordonatele precizate ca 
date de intrare. 

V . fJF aF 82F d . I d d" 11 . 2 f . F om nota pnn a;, Tt• as iJt envate e e or mu ş1 pentru uncţ1a . 

Fie 

T .. -(axl El' iJzl ) SlJ - i)s 'iJS ' ' 
(i,1) (i,1) as (i,J) 

i,j E {O, 1} 

T,;; = (ax I 2!1 iJz I ) 
iJt (i,j)' i)t (i,1)' iJt (i,j) ' 

i,jE{0,1} 
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T81 ;; = (~?iJt I ,.fl...a I , ~~2ziJt I ), i,j e {O, 1} 
C1'J (i,J) as t (l,J) C1'J (i,iY 

parametrii tangentelor tn cele 4 puncte de control, unde x. (s, t), v (s, t), 
z (s, t) stnt funcţii de forma F. 

Generarea imaginii suprafeţei se face cu ajutorul urmltorului algoritm: 

Algoritm pentru generarea unei suprafeţe HERMITE 

Pasul 1: se citeşte pasul de parcurgere p. 
Pasul 2: se citeşte unghiul axei Oz cu axa ar, 'I'· 
Pasul 3: se citeşte raza r; 

se citesc coordonatele celor 4 puncte de control: 

(x;; ,Y;; ,z;;), i,j e {O, 1} 

Pasul 4: se citesc parametrii tangentelor la suprafaţl: 

(a8 ;;,b8 ;;,c8 ;;), i,jE{0,1} 

(a,;;,b,1;,c,1;), i,jE{0,1} 

(Ostij,bstlj,Cstij), i,jE{0,1}. 

Pasul 5: se parcurg valorile lui s între O şi 1 cu pasul p 
5.1 se parcurg valorile lui t între O şi 1 cu pasul p 

5.1.1. se calculeazl coordonatele x. (s, t), y (s, t), z (s, t) 
5.1.2. se calculează proiecţia punctului (x,y,z) 
5.1.3. se calculeazl coordonatele punctului imagine 

5.2. se trece la unnltorul t 
5.3. se trece la următorul s. 

Pasul 6: se trasează cele doul familii de curbe. 

Pasul 7: stop ■ 

Programul SUPRAFEŢE 

(aw=:ois=====-=-====-=os=i==,~===--===--=======} 
progrua SUPRAPBTB; 
{ reprezentarea auprafetelor in spatiu} 
{ autori IM. VI.ADA, M. POPOVICI } 
U888 

grapb , crt ; 
type 

vect • array[l •• 16) of real J 
-t • array[O •• So,o •• soJ of realJ 

conat 
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solid 1fillpatterntype=($FF,$FF,$FF,$FF,$FF,$FF,$FF,$FF); 
var 

graphdriver, graphmode I integer; 
a, t, i, j, ac I integer; 
x, y, z, p, fi, r, h, g I real 
xoo,xo1,x10,x11,YOO,YOl,YlO,Yll,ZOO,ZOl,ZlO,Zll1 real 
AaOO,AaOl,AalO,Asll,AtOO,AtOl,AtlO,Atll real 
AatOO,AstOl,AatlO,Astll I real 
BaOO,BaOl,BalO,Ball,BtOO,BtOl,BtlO,Btll real 
Batoa,eatOl,BatlO,Batll I real 
caoo,cao1,ca10,ca11,ctoo,cto1,ct10,ct11 real 
Catoo,cstOl,CstlO,Catll I real 
A,B,C vect 
P:1,PY -t; 
nuae I string [ 14] 
eh char ;. 

(-==---=---=,--====-=====-=-=-=- --======::::a=:a=~} 

function F (a, t I real; A vect) : real; 

{---------------------------------------} 
{ forma generala a relatiei coordonatelor x,y,z 

functie de parametri a ai t } 
begin 

F 1= A(l]*s*s*s*t*t*t + A[2J*a*a*a*t*t + A[3J*s*a*a*t + 
A[4J*a*s*a + A[SJ*a*a*t*t*t + A[6J*s*a*t*t + A[7]* 
a•a•t + A[BJ*a*s + A[9J*s*t*t*t + A[lOJ*s*t*t + 
A[ll]*a*t + A[12]*a + A[13J*t*t*t + A[14]*t*t + 
A[lS]*t + A[16] 

end; 

{--------------------·--------------} 
procedura SOL ( xoo,xo1,x10,x11,AaOO,AaOl,AalO,Aall,AtOO,AtOl, 

AtlO,Atll,AstOO,AstOl,AlltlO,Aatll1real; var A:vect); 
{ dete.rmina valorile coeficientilor formei generale a relatiei 

coerdonatelor x,y,z din conditiile de satisfacere a celor 12 
puncte de control} 

var 
ll , n 

begin 
A[l6] 
A[4] 
A[B] 
A[3] 
A[7] 
A[l3] 
A[14] 
A[9] 
A[lO] 

• 
n 

p 

, p, q I real 

1= XOO A[lS] := AtOO ; A[l2] := AsOO 
1= AsOl + A[12] + 2*A[16] - 2*X01 
1= 3*X01 - 2*A[l2] - 3*A[16] - AsOl 
:= AatOl + A[ll] + 2*A[15] - 2*At01 
1= 3*At01 - 2*A[ll] - 3*A[l5] - AstOl 
1= AtlO + A[lS] + 2*A[l6] - 2*X10 
1= 3*Xl0 - 2*A[15] - 3*A[16] -AtlO 
1= AstlO + A[ll] + 2*A[l2] - 2*Aal0 
:= 3*Aa10 - 2*A[ll] - 3*A[l2] - AatlO 
1= Xll -A[3)-A[4]-A[7]-A[8J~A[9]-A[10]-

A[ll]-A[l2 ]-A[ 13)-A[ 14 ]-A[ 15 J-A[16 J ; 
1= Aall -A[12J-A[ll)-A[10]-A[9]-2*A[8]-

2*A[7]-3*A[4]-3*A[3] 
1= Atll -A[15J-A[ll]-2*A[14]-2*A[10] -

A[ll] := AatOO; 
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Exemple de suprafeţe 
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3*A[l3]-3*A[9]-A[7]-A(3) 
q := Astll -A[ll] -2*A[l0] -2*A[7] -

3*A(9)-3*A(3) 
A[SJ 1= 3*p - q - 6•m + 2*n 
A[6] :-= 9*m - 3*( n + p ) + q 
A[l] := q - 2*( n + p ) + 4*m 
A[2] := 3*n + 2*p - q - 6*m 

end; 

{----------------------------------------------} 
begin { -in} 

writeln( 1 •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 ); 

writeln(' reprezentarea suprafetelor in spatiu '); 
writeln(' autori: M. VI.ADA, M. POPOVICI '); 
writeln('***********••••••••••••••••••••••••••••••••,~ 
write ('Datele se citesc dintr-un fisier? ( D ,K) : 
readln(ch); 
if (eh= 'D') then 

begin 
write(' Nume fisier intrare 
read ( name) ; 
assign(input, name); 
reset (input) ; 
readln( p, fi, r) 
readln( XOO XOl XlO 
readln( YOO YOl YlO 
readln( ZOO ZOl ZlO 

Xll 
Yll 
Zll 

. ) ; 

{coordonatele} 
{ x,y,z pentru} 

· ;· { punctele de } 

, )I 

{ de control 
{ parametrii tangentelor la suprafata 
readln( AsOO,AsOl,AslO,Asll,AtOO,AtOl,AtlO,Atll )I 

readln( AstOO,ABtOl,AstlO,Astll )I { pentru x } 
readln( BsOO,BsOl,BslO,Bsll,BtOO,BtOl,BtlO,Btll ,, 
readln( BstOO,BstOl,BstlO,Bstll ); { pentru y } 
readln( CsOO,CsOl,CslO,Csll,CtOO,CtOl,CtlO,ctll ); 
readln( Cstoo,cstOl,CstlO,cstll ) ; { pentru z ,· } 

end 
else 

begin 
write(' dati pasul p = ') ; read( p) ; 
write(' unghiul axei OZ cu ox ( o •• 90) fi='); 
read ( fi ) ; 
write(' dati raza r = '); read ( r) ; 
writeln(, COORDONATELE PUNCTELOR DE CONTROL'); 
writeln(' - coordonata x '); 
write(' xoo,xo1,x10,x11 = ') ; read(X00,xo1,x10,x111; 
writeln(' - coordonata y '); 
write(' YOO,YOl,YlO,Yll = ') ; read(YOO,YOl,YlO,Yll); 
writeln(' - coordonata z '); 

} 
} 

write(' zoo,zo1,z10,z11 = ') ; read(Z00,zo1,z10,z11); 
wtite!.n( 'PARAMETRI TANGENTELOR IN PUNCTELE DE CONTROL'); 
writeln(' - coordonata x '); 
writeln(' AsOO,AsOl,AslO,Asll,AtoO,AtOl,AtlO,Atll,', 

~~stOO,AstOl,AstlO,AStll = '); 
read(AsOO,AsOl,AslO,Asll,AtOO,AtOl,AtlO,Atll, 
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Ast00,Aat0l,Aatl0,Astll) 
writeln(' - coordonata y '), 
writeln(' Bs00,Bs0l,Bsl0,Bsll,Bt00,Bt0l,Btl0,Btll,', 

'Bst00,Bst0l,Bstl0,Bstll a ')1 
read(Bs00,Bs0l,Bsl0,Bsll,Bt00,Bt0l,Btl0,Btll, 

Bst00,Bst0l,Bstl0,Bstll) , 
writeln( • - coordonata z ') 1 
writeln(' csoo,cso1,cs10,cs11,ctoo,cto1,ct10,ct11,•, 

•cstOO,CstOl,CstlO,Cstll • ')1 
read(CsOO,CsOl,CslO,Csll,CtOO,CtOl~CtlO,Ctll, 

CstOO,CstOl,CstlO,Cstll) 
{ scrierea datelor in flaier} 
readln1 
write(' Dorit! meaorarea datelor in flaier?( D,N)1')1 
readln(ch)J 
if eh "''D' then 
begin 
write(' NwDe fisier iesire 1 ')1 
read ( n1Ul8) 1 
asaign ( output, 111U11e)1 
rewrite ( output), 
writeln(p, fi, r) 1 
writeln(XOO,XOl,XlO,Xll) 
writeln(YOO,YOl,YlO,Yll) 
writeln(ZOO,ZOl,ZlO,Zll) , 
writeln(AaOO,AsOl,AslO,Aall,AtOO,AtOl,AtlO,Atll)J 
writeln(AstOO,AstOl,AstlO,Astll) , 
writeln(BsOO,BsOl,BslO,Bsll,BtOO,BtOl,BtlO,Btll)J 
writeln(BstOO,BstOl,BstlO,Bstll) , 
writeln(CsOO,CsOl,CslO,Csll,CtOO,CtOl,CtlO,Ctll)J 
writeln(CstOO,CstOl,CstlO,Cstll)J 
end1 

end1 
{ calculul parametrilor fo:cmei generale pentru expresia 

coordonatelor functie de parametri s sit } 
SOL ( xoo,xo1,x10,x11,ABOO,AsOl,AslO,ABll,AtOO,AtOl, 

AtlO,Atll,AstOO,AstOl,AstlO,Astll, A) 1 
SOL YOO,YOl,YlO,Yll,BsOO,BsOl,BslO,Bsll,BtOO,BtOl, 

BtlO,Btll,BstOO,BstOl,BstlO,Bstll, B) 1 
SOL zo9,zo1,z10,z11,csoo,cso1,cs10,cs11,ctoo,cto1, 

ct10,ct11,cstoo,csto1,cst10,cst11, c) , 
h 1• cos (fi) 1 g 1• sin (fi) , 

{ generarea retelei confo:cm variatiei paruaetrilor sait} 
i 1= 0 1 
for s I"' O to round ( p • 100) do 

begin 
j 1= 0 1 
fort 1= o to round ( p • 100) do 

begin 
X 1= F ( s/10.00 1 t/10.00, A 
y := F ( s/10.00, t/10.00, B 
z 1= F ( s/10.00, t/10.00, C 
PX [ i,j J 1= X+ z • h • r 1 
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PY [ i,j J 1= y + z • g • r 
j 1• j + 1 
endJ 

i =- i + 1 
endJ 

{ reprezentarea grafica a suprafetei} 
graphdriver 1= Detect J 
initgraph ( graphdriver, graplmode, • ') 
setfillpattern(solid,15)J 
bar(0,0,700,500) J 

{ init 110d grafic} 

Sll'l'COLOR ( O ) J 
setViewport ( 60,30, 

{ setbkcolor ( 1) , 
{ setcolor ( 14 ) 

500, 200, false); { originea 
culoare.-fond = albastru } 
culoare desen m galben } 

SC 1= 5 J 
for i 1= O to round ( p • 100) do 

for j1= o to round ( p • 100) - 1 do 
begin 
110veto ( round( PX[i,jJ ) •se, round 
lineto ( round( PX[i,j+l])* sc, round 
endJ 

for j 1= O to round( p • 100) do 
for 1 1= O to round ( p • 100) - 1 do 

begin 

PY[i,j] ) * SC)J 

PY[i, j+l]). se) J.- " 

110veto ( round( PX[i,jJ )*sc, round( PY[i,jJ )*se) 
lineto ( round( PX[i+l,j])•sc, round( PY[i+l,j])*sc) 
end; 

eh 1=readkeyJ 
closegraphJ 
end. 

{ = -= ..... ==-=- sfirsit program= 

7.5. Probleme propuse 

1) Si se reprezinte grafic funcţiile date de următoarele ecuaţii: 

• /(x)•xcos}, xe[-10,10)\{0} 

:, ===-==} 

lo, pentrux = li 
• /(x) = 1 

,I' sini", pentru x e [-10, 10),x '6 O, unde pEN este fixat 

• /(x)=xt.lr,xe(0,100). 

2) Si se reprezinte grafic curbele date de următoarele ecuaţii parametrice: 
a 

• x(t)= 1 +az, 

(t)- a2t tER 
y -(l+a2?-)2' 

• x(t) •~cost+ coa2t) 

y (t) =~cost - sin 2t), t E (O, 2:lr) 
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• x(t) • 2t(:V- 4) 
1+? 

Y (t) • 2r(Y - 4) t E R 
1+? ' 

3) Si ac reprezinte grafic curbele d:te de următoarele ecuaţii polare: 
3t 

• r-=acos4 , tE[-2.7r,2.7r] 

• r=aslnt, tE(0,2.7r),aER· 

• r = sin(nt)•cos(nt), te [(),2.7r] ,ne N· 

4) Si se reprezinte "Clopotul lui GAUSS" exprimat de funcţia de două variabile: 
1 1 ,_z z.. 

/(x,y) =~e-I"" +y '. 
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A . I n cele ce urmeuA vom prezenta ctteva metode incrementale de generare a 
curbelor plane pentru dispozitive de afişare graficii cu tub catodic, cu rastru 
dreptunghiular. Metodele incrementale se dovedesc deosebit de eficiente 

pentru curbele de gradul l (linii drepte) şi 2 ( cercuri, elipse, hiperbole, parabole). 
In general, vite1.a de generare a dreptelor (vectorilor) este determinantă pentru 
performanţele globale ale unui dispozitiv periferic de afişare graficii, mai ales în 
condiţii de utili7Jlre interactivă. De asemenea, pentru aplicaţiile mai evoluate din 
domeniul proiecdrii asistate de calculator, posibilitatea tradrii eficiente a 
curbelor de gradul doi este de cea mai mare importanţi. 

Metodele incrementale prezentate sînt însoţite de o riguroasă 
justificare teoretică; pe de altă parte, algoritmii de trasare ba1.aţi pe aceste 
metode stnt descrişi la un nivel de detaliere foarte apropiat de necesităţile 
unei implementări concrete. Aceste două caracteristici stnt tntîlnite, 
împreună, destul de rar în lucrările pe tema trasării curbelor din literatura 
de specialitate. 

O atenţie speciali este acordată optimizării algoritmilor prezentaţi 
tn privinţa eficienţei de execuţie (vitezei de generare). în acest scop, s-a 
urmărit reducerea numărului operaţiilor în virgulă mobilă, 1n favoarea 
celor cu numere întregi (virgulă fixă); de asemenea, s-a urmărit 
minimizarea numllrului de înmulţiri şi împărţiri. Aceste aspecte stnt 
deosebit de importante tn cazul unei implementări concrete a algoritmilor 
pe un dispozitiv de afişare grafică bazat pe microprocesor: 
microprocesoarele actuale nu conţin aritmetică în virgulll mobili, iar 
instrucţiunile de înmulţire şi împllrţire în virgulă fixă sînt implementate în 
general numai pe procesoare de 16 biţi şi sînt mult mai puţin eficier.:~ 
declt operaţiile de adunare şi scădere. 

Secţiunea 8.1 conţine cîteva consideraţii generale cu privire la 
metodele de generare incrementală a •curbelor şi precizeazl aspectele 
dependente de implementare ale acestor metode. 

ln secţiunea 8.2 este descris! o procedură de trasare a liniilor drepte 
pe un display cu rastru, bazată pe cunoscutul algoritm de generare al lui 
J. Bresenham. 

ln secţiunea 8.3 este analizat şi prezentat un algoritm de trasare a 
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cercurilor definite prin coordonatele centrului şi rază, în ipoteza că aceste 
numere sînt multipli întregi de unităţi de rastru. De asemenea, în secţiunea 
8.3.5 este descris un algoritm de trasare asemănător pentru cazul în care 
coordonatele centrului si raza sînt numere semiîntregi. 

în secţiunea 8.4 este abordată problema generală a trasării unei curbe 
plane de gradul doi, pornind de la reprezentarea analitică obişnuită a unei 
astfel de curbe: o ecuaţie de gradul doi în coordonatele carteziene x şi y. 
Este indicată o metodă de mare eficienţă care utilizează în bucla principală 
de trasare numai operaţii de adunai:e, :scădere şi comparaţie între numere 
întregi. Această metodă reprezintă o generalizare naturală a procedurilor 
de trasare descrise în secţiunile 8.2 şi 8.3. 

8.1. Generalltiţl 

în ultimul timp, în domeniul ir.~ficii interactive cu ajutorul 
calculatorului s-a generalizat utilizarea ••dispozitivelor de afişare cu tub 
catodic, cu rastru dreptunghiular. Aceste dispozitive se caracterizează 
printr-un spaţiu de afişare alcătuit. dintr-o matrice i:ectangulară de 
elemente grafice indivizibile, numite puncte sau pixeli (fig. 8-1). 

, , y 

n 

4 
3 
2 
1 

.. 
(m, 

-

n) 

Figura 8-1. 

Punctul de coordonate (m, n) în 
spaţiul de afişare al unui display 

cu rastru. 

-O t 234 m _, 
Pentru reprezentarea unei imagini pe ecran, calculatorul sau 

procesorul dispozitivului de afişare trebuie să genereze o aproximare 
discretizată cit mai fidelă pentru imaginea ideală, şi să selecteze tn rastru 
punctele corespunzătoare imaginii discretizate. 

Vom adopta sistemul de coordonate cel mai natural pentru adresarea 
punctelor de pe ecran; după cum este sugerat tn fig. 8-1, vom considera 
originea (O, O) to punctul din stlnga jos al ecranului, cu valorile absciselor 
cresctnd la dreapta şi valorile ordonatelor cresclnd în sus. Unităţile axelor 
Ox, Oy stnt egale cu distanţele Intre doi pixeli alăturaţi pe orizontală, 
respectiv verticali. 

Pentru multe dispozitive reale de afişare grafică, pasul rastrului pe 
orizontală diferă de pasul pe verticală. în acea~t capitol voei face 
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presupunerea că unităţile .rastrului stnt egale pe orizontală şi verticală, 
ceea ce sim~ifică algoritmii de trasare prezmitaţi. Această presupunere nu 
este esenliall pe11tru algoritmii de trasare a dreptelor (secţiunea 8.2) şi a 
unei ci,A)e eenenile da gradul doi (secţiunea 8.4), deoarece o dilatare pe 
una din axe reviY e la o modificare a parar.aetrilor care definesc aceste 
cur.o, fără schimtiarea naturii curbei trasate. în cazul algoritmului de 
generare a cercurilor (secţiunea 8.3), ipoteza de echidistanţă a rastrului 
.esv. esenţială . 

.1e Jse•.enea, deoarece în acest capitol ne interesează numai forma 
curbelor trasate, vom presupune.că fiecare pixel de pe ecran are două stări 
posibile: aprins sau stins. Vom neglija celelalte atribute posibile pentru 
reprezentarea unei imagini pe ecran, cum sint culoarea, nuanţa, 
intensitatea, etc. 

în cele ce urmează, pentru generarea efectivă a unui punct pe ecran 
vom folosi oper.aţii de fow„a: 

call plot (x,y) 

unde plot este o subrutinl neprecizată, care depinde de configuraţia 
hardware a dispozitivului de afişare, iar x,y sint coordonatele întregi în 
spaţiul de afişare grafică pentru punctul care trebuie generat. Pentru 
coordonatele x,y vom folosi denumirea de variabile de adresare fizicll. în 
general, algoritmii de trasare incrementală prezentaţi în continuare 
efectueazl deplasări elementare între două puncte vecine pe orizontală, 
verticală sau diagonală, care se traduc prin operaţii simple de incrementare 
sau decrementare a variabilelor de adresare fizică. 

Spre deosebire de variabilele de stare, variabilele de adresare fizică 
utilizate în continuare au mai mult rol ilustrativ, pentru descrierea 
funcţionării algoritmului. fn cazul unei implementări concrete a unui 
algoritm de trasare, programatorul trebuie să aleagă cele mai potrivite 
posibilităţi de adresare grafică în funcţie de configuraţia hardware pe care 
se face implementarea. De exemplu, pentru multe display-uri grafice 
p.nctele rastrulw sînt reprezentate printr-o zonă continuă de memorie, 
fiecare octet păstrînd starea curentă pentru 8 pixeli adiacenţi pe 
orizontală. În acest caz, se pot alege ca variabile de adresare a unui punct 
pe ecran adresa în memorie a t>ctetului care conţine punctul reapectiv, şi 
o mască binară de 8 biţi pentru selectarea bitului corespunzăt-9r. 

Performanţele finale ale unui algoritm de trasare depintl în mare 
masură de eficienţa rutinei plot deoarece, cum se va vedea ln continuare, 
celelalte operaţii executate sînt tn general foarte simple: adunări şi scăderi 
de numere întregi şi testări de semn pentru variabile întregi. De aceea, 
rutina plot trebuie proiectată astfel înctt, pe de o parte, operaţia fizicii de 
generare a unui punct, şi pe de altă parte, deplasarea în rastru la un punct 
aUlturat, să se efectueze cit mai rapid posibil. 
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Tehnicile de trasare incrtmentaUl a curbelor reprezintă o forml de 
calcul a punctelor generate succesiv, în care fiecare pas iterativ este 
simplificat pe baza unor informaţii referitoare la punctul generat anterior. 
Algoritmul de trasare plstreazl ln permanenţi informaţii cu privire la 
starea curentl a procesului iterativ, prin intermediul uneia sau mai multor 
-variabile de stare. Acestea trebuie alese astfel tnclt, pe de o parte, sl 
permită realizarea ctt mai simpli a funcţiilor algoritmului, şi pe de altl 
parte sl poatl fi actualizate cit mai uşor 1n vederea trecerii la urmltorul 
pas iterativ. De multe ori, variabilele de stare sînt redundante, pentru a da 
posibilitatea implementlrii cu maximum de eficienţă a operaţiilor 
necesare la fiecare iteraţie. 

Pentru trasarea curbelor plane de gradul tntîi şi doi pe dispozitive de 
afişare cu rastru rectangular, metodele incrementale sînt foarte potrivite 
din doul motive: 

• din cauza structurii discrete a mediului de afişare; 
• există posibilitatea implementlrii cu mijloace relativ simple. 

Într-adevlr, metodele de trasare incrementali se bazeazl pe 
scheme ·cu diferenţe între mlrimi asociate punctelor succesive, 
care ln cazul curbelor de grad cel mult doi se traduc prin relaţii 
liniare de transformare iterativi a variabilelor de stare. Aceste 
relaţii liniare pot fi implementate în general prin operaţii simple 
de adunare şi scldere de numere întregi; prin urmare, metodele 
incrementale sînt accesibile celor mai simple microprocesoare actuale. 

Algoritmii de trasare prezentaţi în aceast capitol, pornind de la nişte 
parametri care precizeazl analitic o curbă de gradul tntîi sau doi, 
construiesc în general cea mai bună reprezentare discretizată a curbei 
respective. Ţinînd seama de faptul ci modelul reprezentării este o curbl 
continuă şi pentru care tangenta variază continuu, dar spaţiul de afişare 
este discret, în dezvoltarea algoritmilor vom adopta următoarele convenţii 
metodologice de reprezentare: 

• Pentru fiecare punct generat la un capăt al curbei, sau la o margine 
a ferestrei de vizualizare, există exact un punct vecin pe orizontală, 
verticală sau în diagonală, generat pe curbă. 

• Oricare alt punct generat pe curbă are exact două puncte vecine 
pe orizontală, verticaUl sau în diagonală, generate pe curbă, cu care 
formează un unghi de 180° sau 135°. 

Aceste convenţii vor fi referite în continuare sub numele de regula 
de conexiune discreill. Toţi algoritmii prezentaţi generează succesiuni de 
puncte care îndeplinesc această regulă. 

De exemplu, regula de conexiune discretă este îndeplinită de curba 
din fig. 8-2a, dar nu este îndeplinită de curbele din fig. 8-2b, 8-2c şi 
8-1.d. 
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a b 

. . . 

C 

Figura 8-2. 

d 

Numai curba a tndeplineşte condiţia de conexiune discretl. 

8.2. Generarea Incrementală a liniilor drepte 

Problema concretl a traslrii liniilor drepte pe un display cu rastru se 
pune tn modul urmilor: dindu-se două puncte (XO.Yo) şi (Xf,Yf) tn spaţiul 
de afişare, se cere să se selecteze acei pixeli din rastru care aproximează 
cel mai bine segmentul de-linie dreaptă ideali dintre cele două puncte 
(fig. 8-3). Şirul de puncte generate trebuie să tndeplinească condiţia de 
conexiune discretl precizatl tn secţiunea 8.1. 

(x„y,) 

(Xo,Yo) 

Figura 8-3. 

Exemplu de funcţionare a 
algoritmului lui Bresenham 

pentru dreaptl. 

Se poate obţine un algoritm eficient de trasare urmînd metoda 
descrisl de J. Bresenham [1 ]. Se notează !!ix = xi- xo, /iy = 11- Yo şi se 
poate presupune /iy ~ O, inverstnd la nevoie punctele iniţial şi final 
(xo,yo) şi (Xf,Yf)· În funcţie de înclinarea dreptei care trebuie trasată, se 
deosebesc 4 cazuri: 

• O < /iy < !!ix ( trasare în octan tul 1) 
• O< !!ix < /iy (octantul 2) 
• O< -!!ix< /iy (octantul 3) 
• O< /iy < -/!ix (octantul 4) 
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Trasarea dreptelor paralele cu axele sau cu cele două bisectoare va fi 
examinată separat. 

Vom analiza mai tntîi şi vom deduce algoritmul de trasare pentru 
primul octant. 

Să presupunem că am generat un punct (x1,Y;) şi urmează să decidem 
asupra poziţiei următorului punct generat (x;+1,Yi+1). Deoarece tn 
octantul 1 panta dreptei ideale este < 45°, este evident că trebuie să alegem 
unul din punctele (x;+ l,y;) sau (x;+ l,y;+ 1), şi anume pe acela care este mai 
aproape de dreapta ideală. Alegerea o vom face pe baza termenului de 
eroare t; (mărime cu semn), care reprezintă distanţa pe verticală între un 
punct generat (x;,y;) şi dreapta ideală (fig. 8-4) 

Figura 8-4. 

Termeni de eroare pozitivi şi 
negativi pentru algoritmul lui 

Bresenham. 

Din motive geometrice este clar că putem folosi distanţa pe verticală 
t; în locul distanţei obişnuite între un punct şi o dreaptă. Termenul t; 
reprezintă variabila de stare a algoritmului: el trebuie actualizat după 
fiecare deplasare elementară orizontală prin t;+1 • t; + A.y/Ax şi după 
fiecare depla~are în diagonală prin t;+ 1 • t; + A.yl Ax - 1. 

În primul octant, se vede uşor că numărul de puncte generate între 
(xo,Yo) şi (xf,Yf) este n = xi- xo + 1 = /lX + 1, deoarece toate deplasările 
element~re au o componentă orizontală. 

Din andiza de mai sus se deduce următorul algoritm simplu, care 
foloseşte două variabile de stare: t (număr real) şi n (întreg), două 
variabile de adresare fizică x şi y, precum şi două constante întregi /lX şi 
A.y (constante în sensul că depind numai de punctele iniţiale, dar nu se 
modifică în cursul execuţiei). 

Algoritmul B1 

Generarea unui segment de dreaptă în ottantnl 1, între punctele (Xo.Yo) şi (xf,Yf)· 

Pasul 1: Iniţializări: /lX • xi- xo, A.y • Yf- yo; 

176 ---------------------------



------------------ Generarea incrementali a liniilor drepte 

x +-xo,Y +-yo; 
e +- O; 
n +-1:;.x + 1. 

Pasul 2: call plot (x,y); 
X +-X+ 1; 
e +-e + ây/~ 

Pasul 3: Dacii e < ½, salt la . 'asul 5. 

Pasul 4:y +-y + 1; 
e+-e-1. 

Pasul 5: n +- n - 1; 
dacii n ;t: O, salt la Pasul 2; 
stop. 

Alg• ,ritmul Bl prezintJ două dezavantaje: utilizează o variabilă reală 
şi neces1Lă o operaţie de împărţire. Acestea pot fi evitate dacii în locul 
variabilei de stare e introducem: 

s = (e - ½) 21:;.x. 

Funcţionarea algoritm11lui nu este afectată de această schimbare liniară de 
variabilă, cu condiţia să modificăm corespunz4tor toate operaţiile în care 
este implicată variabila de stare. Astfel, iniţializarea e +- O se înlocuieşte 
cu s +- -1:;.x, actualizările lui e din paşii 2 şi 4 se înlocuiesc prin 
s +- s + Uy, respectiv s +- s - 21:;.x, iar testul din Pasul 3 se înlocuieşte 
printr-o comparaţie cu O (test de semn). Se dovedeşte că noua variabilă de 
stare ia numai valori întregi, ceea ce este foarte convenabil pentru o 
implementare eficientă. Varianta ameliorată a algoritmului, care nu 
foloseşte declt operaţii cu numere întregi, se prezintă în modul următor: 

Algoritmul 82 

Generarea unui segment de dreaptă în octantul 1, intre punctele (xo,Yo) şi (Xf,Yf)· 

Pasul 1: llltţializ4ri: t:;.x +-xi- xo, ây +-Yf - yo; 
x +- xo, Y +- Yo; 
s +- -1:;.x; 
n +- t:;.x + 1. 

Pasul 2: call plot (x,y); 
X +-X+ 1; 
s.,.s + Uy. 

Pasul 3: Dacă s < O, salt la Pasul 5. 
Pasul 4:y +-y + 1; 
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s +- s - 2&. 

Pasul 5: n +- n - 1; 
dacii n ;t: O, salt la Pasul 2; 
stop. 

Algoritmul B2 poate fi tncii îmbunătăţit, astfel tnctt cele două 
actualizări consecutive asupra lui s din paşii 2 şi 4, cu cantitlţi constante, 
să fie combinate într-o singură operaţie. Această reducere poate fi 
semnificativă deoarece bucla principală a algoritmului este foarte mică. 

Pentru o implementare practicii a algoritmului lui Bresenham, în 
hardware sau cu ajutorul unui microprocesor, recomandăm varianta B3 de 
mai jos, care la o examinare atentă se dovedeşte echivalentă cu varianta 
B2. Algoritmul B3 este mai puţin compact dectt B2, dar tn acelaşi timp 
este mai eficient, din următoarele motive: 

• actualizarea lui s se face o singură datl la o trecere prin bucla 
principală, prin adăugarea unei cantităţi constante; 

• testarea semnului lui s are loc imediat dupl o operaţie aritmeticii 
asupra lui s, ceea ce este foarte convenabil din punct de vedere al 
programării pe un microprocesor; 

• salturile necondiţionate tn interiorul buclei principale stnt evitate 
prin dublarea operaţiilor comune între cele două ramuri ale buclei 
principale. 

Algoritmul B3 

Generarea unui segment de dreaptă tn octantul 1, între punctele (.ro.Yo) şi {xt,Yf)-

Pasul 1: lniţializlri: Ar +- Xf- xo, Ay +-Yf- yo; 
X +-xo,y +-yo; 
s+-1!;.r, 
n +-Ar+ 1. 

Pasul 2: s +- s + 2(Ay - Ar); 
dacii s ce O, salt la Pasul 6. 

Pasul 3: call plot(x,y); 
x+-x+ 1. 

Pasul 4: n +- n - 1; 
dacii n = O, stop. 

Pasul 5: s +- s + 2Ay; 
dacii s < O, salt la Pasul 3. 

Pasul 6: call plot(x,y); 
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x„x + 1; 
y„y + 1. 

Pasul 7: n „ n - 1; 
dadl n ;I!: O, salt la Pasul 2; 
stop. 

În algoritmul de mai sus, este de la sine înţeles dl valorile constante 
2(Ay - ăi) şi 2Ay, cu care se actualizează s, se vor calcula o singuri dată tn 
fa7.8 de iniţiali7Jlre. Aceste operaţii nu au mai ~ost explicitate, pentru a 
uşura urmărirea funcţionlrii algoritmului. 

După dezvoltarea algoritmului de trasare pentru octantul 1, este uşor 
de văzut ce modificări sînt necesare pentru celelalte cazuri (octanţii 2, 3 şi 4). 
Pentru octantul 2, algoritmul de trasare se obţine din B3, interschimbtnd 
rolurile celor două axe de coordonate. Pentru octantul 4, iniţiali7.area 

constantei (pozitive) ru trebuie efectuată tn forma ăl„ xo - Xf, în plus, 
cele două incrementări ale lui x din paşii 3 şi 6, corespunztnd deplasărilor 
elementare pe orizontală sau în diagonală, trebuie înlocuite prin 
decrementări x „ x - 1 (în octantul 4, deplasările elementare sînt la sttnga 
sau sttnga-sus). Algoritmul pentru octantul 3 se poate obţine fie din cel 
pentru octantul 4, inverstnd rolurile axelor x şiy, fie din algoritmul pentru 
octantul 2, schimbînd semnul lui ăl la iniţializare şi direcţia deplasărilor 
diagonale din dreapta-sus în sttnga-sus. 

8.2.1. Cazuri speciale, optimizări 

SI examinam acum cazurile speciale ctnd dreapta care trebuie trasată 
este orizontală, verticali sau înclinată la ±45°. 

Pentru trasarea unei drepte paralele cu una din bisectoare, se poate 
folosi algoritmul B3 (respectiv varianta modificată pentru octantul 4), cu 
observaţia ci în acest caz constanta 2(Ay - ru) devine O (în mod no1:mal, 
aceasta constantă este strict negativă). Aceasta împrejurare poate crea 
efecte opuse celui dorit la testul din Pasul 2 al algoritmului. În acest caz 
nu este indicată complicarea algoritmului pentru a trata corect situaţia 
cind ăl = Ay, deoarece se reduce eficienţa execuţiei în cazul general; se 
recomanda adlugarea unei secvenţe speciale pentru generarea dreptelor 
înclinate la ±45°. Aceasta secvenţa este foarte siuipll: se genereazl 
ăl + 1 puncte separate prin deplaslri elementare tn diagonali (nu este 
necesari variabila de stare s). 

Dreptele orizontale sau verticale stnt trasate corect de algoritmul B3, 
respectiv de varianta modificata pentru octantul 2. Aceste cazuri pot fi 
implementate prin secvenţe speciale, în eventualitatea ci se poate 
beneficia de organi7.area memoriei video a display-ului, pentru mlrirea 
vitezei de generare. De exemplu, pentru multe display-uri, un octet în 
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memoria video reprezintă 8 pixeli adiacenţi pe orizontală. Algoritmul B3 
face 8 accese la acelaşi octet din memoria video pentru a genera 8 puncte. 
Secvenţa specială pentru trasarea dreptelor orizontale poate genera 8 
puncte simultan printr-un singur acces la memoria video. 

Pentru acest tip de display-uri, aceeaşi idee de minimizare a 
numarului acceselor la memoria video se poate aplica pentru generarea 
dreptelor înclinate în octantul 1 (algoritmul B3) sau în octantul 4. 
Deoarece pantele dreptelor slnt mai mici de 45°, ln cursul generării apar 
grupuri de 2 sau mai multe puncte consecutive adiacente pe orizontală. 
Punctele vecine reprezentate binar în acelaşi octet de memorie video, pot 
fi generate printr-un singur acces la acel octet de memorie. De exemplu, 
pentru trasarea unei linii drepte Intre punctele (O, O) şi (23, 4) sînt necesare 
numai 7 accese la memorie, prin care sînt generate 24 puncte (fig. 8-5) . 

.-----..-----..-----=e-:(,-:,23.4) 

I •••••••• 1. · · • · • • ·1· • • • •··. ·1 
(o.o) 

Figura 8-5. 

în octantul 1, numarul acceselor 
necesare la memoria video este 

mai mic declt numarul punctelor 
generate. 

Această idee de optimizare reclama complicarea algoritmului B3. 
&te necesară o variabilă suplimentară c pentru acumularea punctelor adiacente 
pe orizontală; de asemenea, este necesară modificarea subrutinei plot. 

Evident, optimizarea descrisă mai sus nu este efectiva decît dacii 
accesul la variabila suplimentara c este sensibil mai rapid decît accesul la 
memoria video. Este foarte indicată plasarea variabilei c într-unul din 
registrele generale, alaturi de celelalte variabile ale algoritmului; această 
posibilitate depinde de (micro)procesorul pe care se implementeaza 
algoritmul. 

8.3. Generarea Incrementală a cercurilor 

În această secţiune vom prezenta o metodă incrementala de generare 
a cercurilor cu centrul într-un punct din rastru şi cu raza un număr întreg 
..de unităţi de rastru. De asemenea, în secţiunea 8.3.5 vom descrie o metodă 
incrementali de generare tn cazul clnd coordonatele centrului şi raza stnt 
numere semilntregi. 

Sînt considerate criterii de minimizare liniari şi pătratici a erorii, 
care să asigure cea mai bună aproximare a conturului ideal printr-o 
succesiune de puncte de coordonate întregi. În algoritmul rezultat, bucla 
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principali de generare incrementală a punctelor succesive utilizează numai 
operaţii simple de adunare, scldere şi testare a semnului pentru numere 
întregi; întregul algoritm poate fi implementat numai cu aritmetici în 
virgulă fixă, şi nu necesită operaţii de înmulţire şi împărţire, ceea ce este 
oarecum surprinzător deoarece curba generali este de gradul doi. 
Simplitatea operaţiilor executate de algoritm dă posibilitatea 
implementllrii eficiente pe cele mai simple microprocesoare actuale. 

în fig. 8-6 este prezentat un exemplu de funcţionare a algoritmului 
de trasare în primul cadran al axelor de coordonate. 

~ .... 
;('.. 

/ 
I/ 

/ 
/ 

/ 
I/ 

(0,0) 

/ 
/ 

S-
' L. 

X-1v y,,,,) 
l 

\ 

(xo, Yo )=( R,O) 

Figura 8-6. 

Generarea prin puncte a unui 
sfert de cerc de razi R = 9. 

Algoritmul de generare a cercurilor se bazează în mod esenţial pe 
ipoteza de echidistanţă orizontali şi verticală a punctelor rastrului, 
discutată în secţiunea 8.1. Aceasţă presupunere nu este necesari pentru 
algoritmul de trasare a liniilor drepte, deoarece o dreaptă rămîne tot 
dreaptă în urma unei dilatări pe axa Ox sau Oy, dar, evident, această 
invarianţă nu este valabilă pentru cercuri. Dacă condiţia de echidistanţi a 
rastrului nu este îndeplinită, algoritmul descris în continuare va trasa 
elipse în loc de cercuri. 

Este posibilă abordarea cazului gt;neral, în care dimensiunile celulei 
elementare din rastru sînt tn raportul p/q ;ii!: 1 (p,q întregi), cum se 
întîlneşte la multe dispozitive reale. în acest caz, analiza algoritmului se 
complici şi aspectele esenţiale devin mai obscure, iar în final eficienţa în 
execuţie (viteza de generare) scade. De aceea vom prefera să prezentăm 
algoritmul de generare a cercurilor în cazul simplul¾/= 1; pe de altă parte, 
generarea elipselor şi a altor curbe de gradul doi este discutată în secţiunea 8.4. 

La fel ca în cazul algoritmului de generare a dreptelor, vom examina 
problema separat pentru fiecare octant. Din geometria cercului rezultă că, 
în interiorul unui octant, sînt posibile numai două deplaslri elementare 
între doul puncte generate consecutiv: o deplasare perpendiculară pe axa 
mai apropiatl, sau o deplasare diagonală.. De exemplu (fig. 8-6), în octantul 
1 deplaslrile elementare sînt în sus sau spre stînga-sus, iar în octantul 2 la stînga 
sau spre stînga-sus. Prin urmare, dupl generarea unui punct, exisll numai două 
posibilitlţi de alegere a următorului punct generat; aceasta crează perspectiva 
dezvolllrii unui algoritm eficient cu mijloace relativ reduse. 
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8.3.1. Analiza algorltmulul de generare în primul octant 

Algoritmul de trasare incrementali a cercului trebuie sl calculeze 
coordonatele punctelor consecutive care urmează a fi generate, prin 
parcurgerea cercului într-un anumit sens, de exemplu sensul trigonometric 
direct. Pentru aflarea coordonatelor unui punct se folosesc coordonatele 
precedentului punct generat şi anumite formule de recurenţi liniare. 
Pentru deducerea acestor formule de recurenţi, sl analizăm trasarea 
incrementali a unui arc de cerc de razi R cu centrul în origine, situat în 
primul octant al axelor de coordonate. 

Notăm cu (Xn,Yn), n.?: O coordonatele punctelor consecutive care 
urmeazl a fi generate, tn parcurgerea trigonometrici a cercului (fig. 8-6). 
Deoarece coordonatele (Xn,Yn) sînt relative la centrul cercului şi punctele 
respective se găsesc tn primul octant, avem (xo,Yo) = (R, O), x,, scade (cînd 
n creşte) de la R la R v'I/2, iar Yn creşte de la O la R v'I/2 Avem x,, > Yn în 
interiorul octantului 1; comportarea în apropierea bisectoarei axelor va fi 
examinată separat în continuare. 

SI presupunem ci am generat punctul (Xn,Yn) şi urmează sl decidem 
asupra poziţiei următorului punct care trebuie generat (Xn+1,Yn+1), 
Deoarece ne găsim tn primul octant, este clar ci urmltorul punct generat 
are ordonata Yn+l = Yn+l, dar abscisa sa Xn+l poate fi fie Xm fie Xn-1 
(tangenta la cercul ideal face cu verticala un unghi Intre O şi 45°, la stînga 
acesteia). 

Pentru a alege între cele două posibilităţi, (xn+1tYn+1) = (x,.,yn+l) 
sau (Xn+1,Yn+1) = (xn-1,yn+l), vom considera următorul criteriu, evident 
de altfel: va fi generat punctul care este situat cel mai aproape de cercul 
ideal (nu pot fi generate ambele puncte din cauza condiţiei de conexiune 
discreta discutata în secţiunea 8.1). Mai precis, va fi generat punctul pentru 
care distanţa pini la cerc lrn+l - RI este minimi (am notat 

rn = Vx;, +/n,n .?:0). 
Introducem notaţiile: 

D1n = Vx;, + O'n+1)2 -R (3.1) 

D,,,, = R-V(xn-1)2 + O'n+1)2 , n.?: O. 

Prin urmare, daci ID1nl < ID11al, vom alege punctul 
(xn+1tYn+1) = (Xn,Yn+l) pentru a fi generat, iar daci ID1nl .?: ID1,al, vom 
alege (Xn+1,Yn+1) = (x,,-1,Yn+l). 

SI presupunem acum ci cele 2 puncte candidat stnt plasate de o parte 
şi de alta a cercului ideal, adicl (Xn,Yn+l) este tn exteriorul cercului, iar 
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(x,,-1,yn+l) în interiorul acestuia. În acest caz, este evident ci D1n c!:: O, 
Di.,, c!:: O şi putem decide asupra punctului care va fi generat în urma 
comparaţiei cu O a diferenţei D1n - Di.,,, cantitate pe care o notăm cu dn: 

dn = D1n -Din = ..Jxt, + O'n+1)2 + V CXn-1)2 + O'n+1)2 - 2R.. (3.2) 

Prin urmare, daci dn < O vom genera punctul (Xn,Yn+l), iar daci dn c!:: O 
vom genera punctul (x,,-1,yn+l): 

0 {Xn+1 = Xn 
c5n < O Yn+l = Yn+l 

0 {Xn+l = X,,-1 
c5n c!:: O Yn+l = Yn+l. 

(3.3) 

Să examinăm acum ce se înttmpll daci cele 2 puncte candidat pentru 
poziţia (Xn+1,Yn+1) stnt plasate de aceeaşi parte a cercului ideal. 

Figura 8-7. 

Ambele puncte candidat pentru 
poziţia (Xn+1,Yn+1) stnt tn 

interiorul cercului. 

Daci ambele puncte sînt plasate tn interiorul cercului (fig. 8-7),' 
atunci: 

R c!:: ..Jz:, + O'n+ 1)2 > V (x,,-1)2 + O'n+ 1)2 . (3.4) 

Prin urmare, tn acest caz: 

ID1nl = R- ..J?n + O'n+1}2 

!Di.ni = R - V (.rn-1)2 + O'n+1)2 

şi din (3.4) rezultă ID1nl < IL½nl- Vom alege deci punctul 
(Xn+1,Yn+1) = CXn,Yn+l) pentru a fi generat; de altfel, din fig. 8-7 este clar 
el punctul (Xn,Yn+l) este mai aproape de cercul ideal dectt (x,,-1,yn+l). 

Pe de altă parte, din (3.1) şi (3.4) deducem D1n s O, Di.,,> O şi deci 
dn = D1n-Din < O. Prin urmare, criteriul (3.3) ne conduce la decizia 
corectă în acest caz. 
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Figura 8-8. 
Ambele puncte candidat pentru 

poziţia CXn+1tYn+1) stnt tn 
exteriorul cercului. 

Dacii ambele puncte candidat stnt plasate în afara cercului (fig. 8-8), 
atunci: 

R s V (x,.-1)2 + <Yn+ 1)2 < vz; + <Yn+ 1)2 . 

Deducem succesiv: 

Din = v'z; + <Yn+ 1)2 - R > O 

Din= R-V(x,.-1)2 +(yn+1}1 SO 

ID1nl > IDinl 
dn == Din-Din > O. 

Ultimele două inegalităţi dovedesc cil şi tn acest caz criteriul (3.3) ne 
conduce la decizia corectă de a alege (Xn+hYn+U = (x,.-1,yn+l). 

Prin urmare, am arătat pînă acum cil putem folosi întotdeauna 
criteriul (3.3) pentru alegerea corectă a punctului care urmează să fie 
generat (Xn+hYn+1), dacă pornim de la punctul generat anterior (x,,.yn), 
presupus corect plasat. 

Cantităţile dn, n ~ O conţin radicali, prin urmare sînt neconvenabile 
dacii se urmăreşte o implementare eficientă, mai ales pe o maşină care ntl 
dispune dectt de aritmetică în virgulă fixă. Ar fi foarte avantajos să se 
înlocuiască, dacii este posibil, criteriul (3.3) de decizie cu un criteriu 
echivalent, dar care să necesite numai operaţii cu numere întregi. 

fn locul numărului dn = ...J;,. + <Yn+ 1)2 + V (x,.-1)2 + <Yn+ 1)2 - 2R., 
sl examinlm cantitatea: 

Ân = x; + <Yn+1)2 + (xn-1)2 + <Yn+1)2 - 2R.2 = (3.5) 
= x; + (Xn-1)2 + 2(yn+1)2 - 2R.2 

care se obţine din dn înlocuind fiecare termen al sumei prin pltratul slu. 
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Se aratl uşor el 6n 2: O • t:,,,, 2: O. Într-adevlr, 

6n 2: O • "/?,, + (y,.+1)2 + V <zn-1)2 + (y,.+1)2 2: 2R • 

• ~ + <Yn+1)2 + (x,.-1)2 + (y,.+1)2 + 

+ 2.../~ + <,,,+1>2îccx,,-1)2 + <,,,+1>21 2: 4Jil .. 
• 2~ + (z,.-1)2 + 2(y,,+1)2 - 2R2] 2: 

2: ~ + (y,,+1>2 + (.r,.-1)2 + (y,,+1>2-

- 2.../[?n + (y,,+1)1[(.r,.-1)2 + (y,,+1)1 2: o .. 
• Un 2: o. 

Dar ce se tnttmplă daci c5,. <O? RezulUl ll,, < O şi tn acest caz, sau 
este posibil ll,, ~ O ? AOăm un rlspuns fericit la această întrebare din 
următoarea 

Teoremi. Pentru orice n2: O, cantitd/ile 6„ şi An deFmite în (3.2) respectiv (3.5) 
au acelaşi semn, cu alte cuvinte 6„ 2: O • A,, :!:: n 

Demonstraţie. 
Implicaţia 6„ 2: O • ll,, 2: O a fost deja dovedit!. Vom demonstra 

acum implicaţia inversă, sau, ceea ce este echivalent, vom dovedi ci 
inegalităţile 6,, < O, ll,, 2: O nu stnt posibile simultan. 
SI presupunem deci d,, < O, ll,, 2: O, adicl: 

~ + (.r,.-1)2 + 2rn+t + 2V~ + ln+i1CCZn-1)2 + ln+1] < 4r 
~ + (.r,.-1)2 + 2/n+i - 2R2 ~ O 

(am scris 1n+1 tn loc de 1n+ 1). Rescriem aceste inegaliUlţi astfel: 

2"/?,,ţţ,,-1)2 +zfiln+1 + (z,,-1)2in+1 +1!+1 < 

< 4R2-~ - (x,,-1)2 -zrn+l 
~ + (x,.-1)2 + ~+1 -2R2 > O 

(3.6) 

(tn a doua inegalitate, semnul egal nu este posibil deoarece tn membrul 
sttng este un numlr întreg impar). SI ridiclm la pătrat prima inegalitate: 

4~(.r,.-1)2 +~/n+i + (x,.-1)2ln+1 +1!+1] < 
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< t6R" +x! + (Xn-1)4 + 4y!+1 - 8R2~ - 8R2 (Xn-1)2 -

-16R2ln+1 + ~ CXn-1)2 + ~Y;+l + 4(xn-1)2ln+1 • 

Efectuînd reducerile, rezultă: 

~ (x,,-1)2 < 16R4 +x! + CXn-1>4- 8R2~ - 8R2 (xn-1)2 - 16R2y;+1 => 

=> SR2 [x; + (xn-1)2 + 2y;.+1 - 2R1 < x! + (x,,-1)4 - ix;. (x,,-1)2 = 
= [~ _ (x,,-1)2]2. (3.7) 

Dar, conform celei de-a 2-a inegalităţi (3.6), avem: 

~ + (xn-1)2 + 2/n+1 - 2R2 i!: 1 

deoarece numărul din membrul stîng este întreg, imp,ar şi strict pozitiv. 
Prin urmare, din (3. 7) rezultă: 

8R2 < ~ - (xn-1)12 = (2xn-1)2 => 2x,,-1 > 2-l'IR. 

Am obţinut o contradicţie cu condiţia evidentă Xn s R, n o!:: O, ceea ce 
încheie demonstraţia. • 

Rezultatul obţinut permite înlocuirea criteriului (3.3) de alegere a 
punctului (x11+t,Yn+t) cu criteriul echivalent: 

(3.8) 

{
Xn+1 =· Xn 

I!,, < O => Yn+1 = Yn+l 

=> {Xn+1 = Xn-1 
I!,, > O Yn+1 = Yn+l 

(numerele I!,, sînt întregi şi impare, deci nenule). 
Se poate dezvolta un algoritm de trasare incrementală a unui cerc pe 

baza criteriului (3.8), calculînd cite o valoare I!,, pentru fiecare punct 
{xn,Yn) generat. Vor fi efectuate 3dunări, scăderi şi înmulţiri de numere 
întregi. 

Totuşi, numerele I!,, se pot calcula mai uşor pe baza unei formule de 
recurenţă, în care nu mai apar operaţii de înmulţire. Pentru a găsi această 
formulă, să evaluăm diferenţa ân+1 - 11n, pe care o vom exprima în funcţie 
de coordonatele noului punct CXn+hYn+1): 

l!n+t - I!,, = ~+l + (X,,+1-1)2 + 2()',.+1+1)2 -2R2]­

- ~ + (Xn-1)2 + 2(y,.+1)2 - 2R1 = 

(3.9) 
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= .r;,+1 + (Xn+i-1)2 + 2(vn+1+1)2 -.r;, - (x,.-1)2 - 2y~+l = 

= .t;+1 + (Xn+1-1)2 -.t;- (Xn-1)2 + 4Yn+1+2. 

Daclln,, < O, atuncixn+l =x,, şi avem An+1 -11,, = 4Y11+1+2. 
Dacii An> O, atuncix,,+1 =Xn-1 şi din (3.9) rezultă: 

ân+1 -An = .t;+1 + (Xn+1-1)2 - (Xn+1+1)2 -.t;+l + 4Yn+1+2 = 

= - 4tn+l + 4Yn+1+2. 

Relaţiile de recurenţă obţinute permit calcularea mai simpli (fără 
tnmulţiri) a noii valori An+1 pornind de la An. Sînt necesare operaţii de 
adunare şi scildere d~ numere întregi şi de deplasare binară la stînga, 
pentru efectuarea înmulţirilor cu 4. Scriind împreuni criteriul (3.8) şi 
relaţiile de recurenţă obţinute pentru An, obţinem formulele pe care se 
bazează algoritmul de trasare incrementali a cercului, tn primul octant: 

{
Xn+l = Xn 

An < O • Y11+1 = Yn+l 
ân+l = ân + 4Y11+l + 2 

{
X,1+1 = Xn-1 

11,, > O • Yn+l = Yn+l 
An+l = ân - 4tn+l + 4Yn+l + 2. 

(3.10) 

Cele 3 numere (Xn,Yn, An) definesc starea curentă a algoritmului 
pentru fiecare punct generat. Pentru aceste numere vor fi alocate 
variabilele de stare ale algoritmului. Valorile de iniţializare pentru cele 3 
variabile de stare se obţin uşor, dacit ţinem seama cil primul punct generat 
tn octantul I este (R, O): 

.ro = R (3.11) 

Yo = O 

Ao = 4 + (xo-1)2 + 2(vo+l)2 - 2R2 = R2 + (R -1)2 + 2 - 2R2 = 

= 3-2R. 

Cu aceste pregltiri, putem formula algoritmul de principiu pentru 
generarea incrementali a unui arc de cerc tn primul octant. Numărul de 
puncte generate tn octaitul 1, precum şi momentul intrării tn octantul 2 
(care coincide cu traversarea primei bisectoare) nu sînt precizate; aceste 
chestiuni necesill o anali.zi speciali care este expusă tn secţiunile 8.3.3 şi 8.3.6. 
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Algoritmul C1 

Generarea incrementală a unui arc de cerc de centru (xc,Yc) şi rază R, ln 
primul octant. 

Pasul 1: Iniţiali7Jlri: n „ O, xo „ R, Yo „ O, Ao „ 3 - 2R.. 

Pasul 2: call plot (xc+xn,Yc+Yn)· 

Pasul 3: Dacii ll.,, > O, salt la Pasul 5. 

Pasul 4: X11+1 „ Xn; 

Yn+l .,_Yn + 1; 
An+l .,_ ll.,, + 4Yn+l + 2; 
n„n + 1; 
salt la Pasul 2. 

Pasul 5: X,,+ 1 „ Xn - 1; 
Yn+l „Yn + 1; 
A,, +1 .,. ll.,, - 4.rn +1 + 4y,i+ 1 + 2; 
n „n + 1; 
salt la Pasul 2. 

Algoritmul de principiu Cl nu utilizează variabile de adresare fizicii 
în spaţiul de afişare, dar se ţine seama că argumentele subrutinei plot sînt 
coordonate absolute, iar (x11,Yn) sînt coordonate relative la centrul 
cercului. 

f nainte de a trece la analiza trasării în ceilalţi octan ţi, să demonstrăm 
două relaţii care ne vor fi utile în continuare. 

Teoremi. Pentru fiecare punct (x,,,y,.) generat în octantul 1, variabilele de stare 
Xn, y,., lin verificd umilitoarele inegalititţi: 

4yn + 2 - 4r,. < A,, < 4yn + 2. (3.12) 

Demonstraţie. 
Să notăm: 

Sn = ll.,, + 4x'n - 4yn - 2 

· Tn = ll.,, - 4"n - 2 , n = O, 1, 2, ... 

şi să demonstrăm prin inducţie după n că S11 > O şi Tn < O, Vn ii!:: O. La 
i-liiţializare: 

So = Ao + 4to - 4"o - 2 = 3 - 2R. + 4R - 2 = 2R. + 1 > O 
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To = Ao - 4yo - 2 = 3 - 2R - 2 = 1 - 2R < O 

conform c;,u (3.11). Să presupunem cil Sn > O, Tn < O şi să evaluăm Sn+l şi 
Tn+l• Din expresiile (3.10), tn cazul ll,. < O, deducem: 

Ân+l = Ân + 4yn+l + 2 • 

Sn+l = Ân+l + 4tn+t-4yn+l - 2 = 
= (Ân + 4Yn+l + 2) + 4tn+l - 4Yn+l -2 = 

= Ân + 4tn+1 = Ân + 4tn = Sn + 4yn + 2 > O ; 

Tn+l = 4n+l - 4yn+l - 2 = (.!\a+ 4Yn+l + 2) - 4Yn+l - 2 = 11,, < O. 

1n cazul An > O deducem: 

Ân+l = 4n -4:t,.+1 + 4yn+l + 2 • 

Sn+l = Ân+l + 4tn+1-4yn+l - 2 = .!\a > O; 

Tn+l = 4n+l - 4Yn+l - 2 = .!\a - 4tn+t = Tn + 4yn + 2-4tn+t = 
= Tn -4tn+l + 4yn+l -2 < O, 

ultima relaţie rezulttnd din faptul ci Xn i?: Yn pentru orice punct generat tn 
octantul 1. ■ 

8.3.2. Formule de recurenţă pentru octanţil 2, 3 fi 4 

Odatl rezolvat! problema generării cercului tn primul octant, pentru 
trasarea tn ceilalţi octanţi se poate proceda prin simetrie (fig. 8-9). 

(z,,,,,y,,,,) Flgun 8-9. 

Generarea prin simetrie a 
punctelor cercului din 

octanţii 2, 3, ... 8. 

Ideea este de a utiliza concomitent 8 perechi de variabile de adresare 
fizicii, ctte doul coordonatex,y pentru fiecare octant; pentru fiecare punct 
generat tn octantul 1, se genereazl şi simetricele lui tn ceilalţi octan\i, şi 
pentru fiecare deplasare elementari tn octantul 1, calculatl pe baza 
relaţiilor (3.10), se efectueazl cite o deplasare simetricii tn octanţii 2, 3, ... 8. 
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Această abordare a problemei prezintl în practică două dezavantaje 
importante: 

• Sînt necesare prea multe variabile de adresare fizică; în mod 
normal, setul de registre generale ale procesorului este insuficient 
pentru toate variabilele. Prin urmare, unele din variabile trebuie 
stocate în memorie; timpul pierdut pentru accesele repetate la 
variabilele din memorie nu este compensat de cîştigul realizat prin 
faptul că recurenţele de tipul (3.10) sînt calculate numai în 
octantul 1. 

• Există situaţii cînd ordinea generării punctelor cercului are 
importanţă. De exemplu, daci trasarea trebuie să se efectueze nu 
cu linie continuă, ci cu linie întreruptă corespunzînd unui pattern 
(configuraţie liniară de biţi) predefinit, generarea prin simetrie a 
punctelor nu permite repetarea circulară a pattern-ului de-a 
lungul întregului cerc. 

În funcţie de posibilită\ilc procesorului şi de necesităţile aplica\iei, 
alte variante de trasare a cercului pot fi utilizate, cu sau fără generarea 
prin simetrie a mai multor puncte simultan: 

• se calculează pe rînd pozi\iilc punctelor în octanţii 1 şi 2 şi se 
generează cîtc 4 puncte simultan: punctul din primul cadran 
împreună cu simetricele lui fa\ă de axele Ox, Oy şi fa\:1 de origine 
(centrul cercului); 

• se calculează pe rînd poziţiile punctelor tn octanţii 1, 2, 3 şi 4 şi 
se generează simultan cite 2 puncte simetrice fa\ă de axa Or, 

• se calculează poziţiile punctelor succesive în octan\ii 1, 2, 3 şi 4 şi 
se generează simultan cite 2 puncte simetrice faţă cţe centrul 
cercului. Această variantă este dezvoltată în secţiunea 8.3.4; 

• se generează pe rînd toate punctele prin parcurgerea întregului 
cerc într-un singur sens. 

Prin urmare, este necesar să examinăm problema generării cercului 
în sensul trigonometric direct, după ieşirea din primul octant. Vom deduce 
relaţii de recurenţă analoage cu (~.10), valabile în octanţii 2, 3 şi 4. 

în octantul 2 avem Xn ~ O, y,, > O, x„ :s Yn· După generarea punctului 
(xn,Yn) următorul punct generat trebuie ales între (x,1-1,y,.+1) şi 

(x11-l,y11). Exact la fel ca în seqiunea 8.3.1 se dovedeşte că decizia poate 
fi luată pe baza semnului cantităţii: 

ll,1 = [(x,1-1)2 + (y11+1)2 - R2] - [R2 - (xn-1)2-y~] = 
(3.13) 

= 2(xn-1)2 + (y,.+1)2 + y~ - 2R2. 

Daci lin< O se alege (x11+t,Yn+t) = (xn-1,y11 +1), iar dacă ll,1 > O se 
alege (xn+hYn+t) = (xn-1,Y11)• Calculînd: 
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4n+l - A,, = [2(Xn+1-1)2 + CYn+1+1)2 + Y~+l - 2R1 -
- [2(x11 -1)2 + (y11+ 1)2 + y~ - 2R2] = 

= 2(Xn+i-1)2 + O'n+1+1)2 + ln+t - 2r~+l - O'n+1)2 - 1n = 
= - 4xn+1 + 2 + CYn+l +1)2 + Y:+1 - CYn+1)2 - y: 

deducem formulele de trasare incrementală a cercului în octantul 2: 

{
X11+l = Xn-1 

A,, < O =:> Yn+1 = Yn+l 
Ân+l = A,, - 4xn+l + 4Yn+l + 2 (3.14) 

{
Xn+l = X11-1 

A,, > O • Yn+l = Yn 
Ân+l = Ân - 4xn+l + 2 · 

În octantul 3, avem x11 ~ O, Yn > O, -x11 ~Yn· După generarea 
punctului (xn,y11), punctele candidat sînt (x11-1,y11) şi (x11-1,y11-1). În acest 
caz, obţinem: 

Ân = [(x11-1)2 + /n-R2] - [R2 - (x11-1)2 - CYn-1)1 = 
(3.15) 

= 2(xn-1)2 + y~ + CYn-1)2 - 2R2 

Ân+1-Ân = 2(Xn+1-1)2 +Y:+1+0'11+1-1)2 -2(xn-1)2 -y~-(y11-1)2 = 
= - 4xn+t + 2 + Y:+1 + CYn+i-1)2 - /n- O'n,-1)2 . 

Rezultă formulele de trasare incrementală a cercului tn octantul 3: 

{
Xn+1 = x11-l 

Ân < O =:> Yn+l = Yn 
Ân+l = Ân - 4xn+1 + 2 (3.16) 

{
Xn+l = Xn-1 

Ân > O =:> Yn+l = Yn-1 
Ân+l = Ân - 4xn+l - 4yn_+l + 2 • 

În mod analog se deduc formulele de recurenţă valabile în octantul 
4 (Xn < O, Yn c!:: O, -x11 c!::Yn), în care Yn+l = y11 -1 şi Xn+l =Xn sau 
Xn+l =Xn-1: 

Ân = [(xn-1)2 +. CYn-1)2 - R1 - [R2 - x: - CYn-1)1 = 
= (.r,,-1)2 +~ + 2(y11-1)2 - 2R2 

(3.17) 

Ân+l -A,, = (Xn+1-1)2 +~+1 + 2(yn+1-t}2- (Xn-1)2 -~-2(y11-1)2 = 
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= - 4.Yn+l + 2 + (xn+1-1)2 +X:,+1 - (Xn-1)2 -~ 

{
Xn+l = Xn-1 

A,, < O • Yn+l = Yn-1 
An+1 = A,, - 4r,1+l - 4Yn+1 + 2 

{
Xn+l = Xn 

11n > O • Yn+l = Yn-1 
An+t = A,,-4Yn+1 + 2. 

(3.18) 

Dupl cum s-a arltat mai înainte, în cazul traslrii conturului circular 
cu linie întreruptl conform unui pattern predefinit, este necesari 
generarea întregului cerc într-un singur sens. Totuşi, nu este necesari 
deducerea unor formule de recurenţi speciale pentru octanţii 5, 6, 7 şi 8. 
Judecind prin simetrie fa\l de centrul cercului, ajungem la concluzia ci se 
pot utilil.a formulele deduse pini acum, dadl se respecta urmltoarele condiţii: 

• Pentru trasarea în octanţii 5, 6, 7 şi 8 se vor utiliza formulele de 
recurenţi valabile, respectiv, pentru octanţii 1, 2, 3 şi 4. 

• Variabilele de stare (Xn,Yn, 11,1) se reiniţializeazl la intrarea în 
octantul 5, la fel ca în octantul 1: xo = R, Yo = O, f1o = 3-2R. 

• Pentru trecerea de la un octant la altul, se utilizeazl formulele 
valabi,le pentru trecerile între octanţii corespunzltori din 
semicercul superior, deduse în secţiunea urmltoare 8.3.3. 

• Toate deplaslrile elementare efectuate de algoritm pentru generarea 
semicercului superior, se înlocuiesc prin deplaslri elementare în sens 
opus pentru trasarea semicercului inferior: deplasare tn jos în loc de 
tn sus, spre dreapta-jos tn loc de stînga-sus, etc. 

8.3.3. Chestiuni de frontieră 

În aceasta secţiune vom analiza problema importanta a posibilitaţilor 
de trecere dintr-un octant în altul şi a modificlrilor care trebuie efectuate 
asupra variabilelor de stare în aceste situaţii, în special în privinţa lui A,,. 

8.3.3.1. Traversarea primei bisectoare a axelor 

Traversarea primei bisectoare a axelor poate avea '.:>c în trei moduri, 
analizate mai jos. În toate cazurile, notam cu A= (x,,.yn) ultimul punct 
generat to interiorul octantului 1 şi cu B = (xn+t,Yn+I) primul punct din 
octantul 2 sau de pe bisectoare. 
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8.3.3.1.1. Intrarea în octantul 2 prin generarea unul punct pe 
bisectoare. 

1n situaţia din fig. 8-10, ultima deplasare din octantul 1 este 
diagonală şi primul punct generat în octantul 2 este pe bisectoare. 

. 
xo 

Figura 8-10. 

Intrarea în octantul 2 prin 
generarea unui punct pe 

bisectoare . 

Prin urmare, acest caz survine atunci ctnd coordonatele punctului 
care trebuie generat devin egale: x11+1 = J11+l· Pentru a iniţializa variabila 
dn+t corespunzătoare acestui punct, tn octantul 2, avem de calculat: 

2 2 . .2 2 (3.19) dn+t = 2(x„+1-l) + O,n+1+l) + Yn+l - '2R = 

= 2(x,,+1-l)2 + (X,.+1+1)2 +,r;+1 - 2R2 = ~+1 -1xn+1 + 3- 2R2 

conform cu formula (3.13). Numărul Xn+l este cunoscut, deoarece punctul 
A, de coordonate: 

(Xn,Yn) = CXn+1+l,Yn+1-l) = CXn+1+l,Xn+1-l) 

a fost deja generat în octantul 1. Prin urmare, este posibil să iniţializăm 
dn+t folosind (3.19). Totuşi, această formulă este relativ compliciuă şi este 
de dorit să fie evitate înmulţirile. Să examinăm valoarea â,., corespunzătoare 
punctului A = (x11 .y,,) din octantul 1. în conformitate cu (3.8) avem: 

dn =X:+ (x,,-1)2 + 2(y,,+1)2 - 2R2 = (3.20) 

= (Xn+1+1)2 +X:+1 + ~+1 -2R2 = ~+1 + 2tn+l + 1-2R2 • 

Comparind (3.19) cu (3.20), deducem formulele de intrare în octantul 2, 
corespunzltoare cazului ~in fig. 8-15: 

Xn+ 1 = Yn+ 1 A _ A ,1,.. 2 
(după deplasare diagonală) • ...,.+1 - ...,. - --n+l + · (3.21) 
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8.3.3.1.2. Trecerea în octantul 2 fără generarea unul punct pe 
bisectoare. 

În situaţia exemplificată în fig. 8-11, ultima deplasare din octantul 1 
este diagonali şi primul punct generat în octantul 2 este tn interiorul 
acestuia. 

. · Xn+t ~ 
. 

xo 

Figura 8-11. 

Trecerea în octantul 2 fllrl 
generarea unui punct pe 

bisectoare . 

Scriind şi în acest caz coo_rdonatele ambelor puncte tn funcţie de 
Xn+1, obţinem: 

(Xn,Yn) = (Xn+1+l,X11+1), (x„+1,Yn+1) = (Xn+1,Xn+1+l) • 

Prin urmare, traversarea bisectoarei ca tn fig. 8-11 are loc ctnd se 
îndeplineşte condiţia Xn+l <Yn+l (în interiorul octantului 1 avem 
întotdeauna Xn > Yn)-

În primul octant avem: 

(3.22) 

= CXn+t+1)2 +~+1 + 2(Xn+1+1)2 -1R2 = 41;+1 + 6rn+1 + 3 - 'JR2. 
În al doilea octant avem: 

(3.23) 

= 2(Xn+1-1)2 + (Xn+1+2)2 + (x„+1+1)2 -1R2 = 

= ~+1 + 2rn+l + 7 -1R2 • 

Din (3.22) şi (3.23) deducem formulele de trecere tn octantul 2, 
corespunzltoare traverslrii primei bisectoare ca în fig. 8-11: 

Xn+1 < Yn+l • â11+l = An - 4t11+1 + 4. (3.24) 
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8.3.3.1.3. Intrarea în octantul 2 printr-o deplasare pe verticală. 
Deşi pare surprinzător la prima vedere, este posibil ca ultima 

deplasare în octantul 1 să fie pe verticală, ajungîndu-se la un punct B pe 
bisectoare (fig. 8-12). 

Yn+ 
Yn+ 

Yn 

. 
xo 

Zn+Z ~ 
Xn+I 

Figura 8-12. 

Intrarea în octantul 2 
printr-o deplasare pe 

verticală. 

Să analizăm în ce condiţii poate apare această situa\ie. Coordonatele 
punctului A sînt (x,.,yn) = (xn,x,1-1). Deoarece ultima deplasare din 
octantul 1 este pc verticală, înseamnă că în punctul A avem 11,1 < O (în 
conformitate cu (3.10)), prin urmare: 

11n = xr, + {xn-1)2 + 2(y11 +1)2 - 2R2 = (3.25) 

2 2 2 2 2 2 = Xii + (x,1-1) + Zx-11 - 2R = 4xn - Zxn + 1 - 2R < O • 

Aplicînd prima inegalitate (3.12) pentru punctul A din fig. 8-12, obţinem: 

ll,, > 4yn + 2 - 4xn = 4(xn-1) + 2 - 4xn = -2. (3.26) 

Ţinînd seama de faptul că An este un număr întreg, inegalită\ilc 
simultane (3.25) şi (3.26) implică, în punctul A: 

ll,, = -1 ~ 4x~ - Zx,, + 2 - 2R2 = O; (3.27) 

z?n-xn+1-R2 = O. 

Prin urmare, situaţia exemplificată în fig. 8-12 poate apare numai 
dacă ecuaţia diofantică: 

Zx-2 - x + 1 - R2 = O (3.28) 
are solu\ii în numere întregi. Ar fi avantajos ca această ecuaţie să nu aibă 
solutii, deoarece în acest caz, în algoritmul de trasare, testul de iesire din 
octa~tul 1 nu ar fi necesar după o deplasare pc verticală (ci numai 0după o 
deplasare diagonală, ca în fig. 8-10 şi fig. 8-11). Totuşi, se dovedeşte că 
ecuaţia (3.28) are solu/ii în numere întregi, şi anume o infinitate; forma 
generală a soluţiilor este: 
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Xk = (3+2,/7[)k- (3-2,/7[)k + (-l)k+t(3+2v'I)k + (3-2,/7[)k + i 
2v'I 8 „ 

R = (3+2,/'lt + (3-2v'It + (-l)k+1(3+2v'I)k - (3-2v'I)/c 
k 2 4v'I • 

k = O, 1, 2, 3, ..• 

Primele 6 perechi de soluţii sînt listate în tabelul urmlltor. 

k= o 1 2 3 4 5 

x.t= o 3 8 95 264 3219 

Rk= 1 4 11 134 373 4552 

Deci situaţia din fig. 8-12 apare la trasarea cercurilor de raze 4, 11, 
134,373, etc. 

SI presupunem acum că generăm punctul B, de coordonate: 

(Xn+1tY11+1) = (x,,,y,,+1) = (xn,x11) 

conform evoluţiei algoritmului în octantul 1. Următoarea deplasare 
elementari se calculează tn octantul 2, pe baza formulelor (3.13) şi (3.14) 
aplicate punctului (x11+1,Yn+1): 

âr.+1 = 2c.tn+1-1>2 + 0'11+1 + 1)2 + rn+i - 2R.2 = 
= 2(.t,,-1)2 + (Xn+1)2 +~- 2R2 = ~ -2tn + 3-2R2. 

Din (3.27) deducem âr.+1 = 1 > O, deci, cum era de aşteptat de altfel, 
prima deplasare tn octantul 2 este orizontali şi urmltorul punct generat 
trebuie sl fie C (fig. 8-12). Dar succesiunea de 3 puncte A,B,C nu 
îndeplineşte condiţia de conexiune discretll precizatl tn secţiunea 8.1; este 
clar ci punctul B nu este necesar. 

Prin urmare, dupl generarea punctului A= (x,,,x,,-1), urmltorul 
punct generat de algoritm trebuie sl fie C, ale clrui coordonate le notlm 
(Xn+2>Yn+2). Din fig. 8-12 rezultă: 

(Xn+:z.Yn+V = (Xn-1,yn+l) = (tn-1,x,,) = (Xn+2,Xn+2+l) • 

1n octantul 2, pentru punctul C putem scrie: 

~+2 = 2(.t,,+2-1)2 + O'n+2+1)2 + ?n+2 - 2R2 = 

= 2(t,,-2)2 + (tn+1)2 +~ - 2R.2 = 

• ~ - 6m + 9-2.R.2 = A,, - 4r,, + 8 = -1 - 4rn+2 + 4 

(am folosit relaţiile (3.25) şi (3.27)). 
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În concluzie, dacă după o deplasare pe verticală algoritmul 
detectează atingerea primei bisectoare (xn+l = Y,i+t ), atunci punctul 
(In+t,Yn+1) nu trebuie generat şi trebuie să se treacă direct la punctul 
(xn+2.tYn+V to interiorul octantului 2, prin formulele de trecere: 

Xn+l = Yn+l X11+2 = Xn+i-1 = x,,-1 
(dupădeplasareverticală) • Y11+2 = Yn+t = Yn+1 

(3.29) l punctul (In+ltYn+t) nu este generat 

An+2 = An - 4xn+2 + 4 = -1 - 4rn+2 + 4. 

8.3.3.2. Traversarea axel Oy. 

Intrarea tn octantul 3 poate avea loc tntr-un singur mod, descris tn fig. 8-13. 

B A 

X,i+t Xn 

Yn 
'Yn+t 

Figura 8-13. 

Traversarea axei Oy. 

Ultimul punct A generat tn octantul 2 are coordonatele 
(lmYn) = (1, R) pentru toate cercurile de rază R i:!: 2. Conform formulei 
(3.13), tn punctul A putem scrie: 

ll,, = 2(%,,-1)2 + <Yn+1)2 + i,- 2R2 = 
= 2(1-1)2 + (R+1)2 + R2 - 2R2 = 2R + 1. 

Primul punct generat tn octantul 3 este B de coordonate 
(Xn+t,Y11+1) = (O,R). Din relaţia (3.15) deducem: 

An+t = 2(Xn+1-1)2 +i,+1 + (y11+1-1)2 -2R2 = 

= 2(0-1)2 + R2 + (R-1)2 - 2R2 = 
= 3-2R. 

Evident, intrarea tn octantul 3 este detectată prin condiţia.xn+1 = O pentru 
punctul care trebuie generat. Prin urmare, formula c-e trecere din octantul 
2 tn octantul 3 este: 

Xn+1 = O • An+l = 3 - 2R = 4 - A,. . (3.30) 

-------------------------- 197 



1RASAREA INCREMENTALĂ A CURBELOR DE GRADUL ÎNTÎI ŞI DOI ------­

Ultima deplasare elementară în octantul 2 nu poate fi diagonală, pentru 
R ~ 2; într-adevăr, punctul (1,R-1), de unde porneşte această deplasare 
diagonală, nu este generat de algoritm deoarece este mai depărtat de cercul 
ideal decît punctul (1, R). Prin urmare, testul de ieşire din octantul 2 
( X11+ 1 : O) nu este necesar după o deplasare diagonală, ci numai după o 
deplasare orizontală. 

8.3.3.3. Trecerea din octantul 3 in octantul 4 
Pentru trecerea din octantul 3 în octantul 4, corectarea valorii li,z se 

face prin relaţii asemănătoare cu cele deduse în secţiunea 8.3.3.1. Şi în 
acest caz trebuie analizate trei situa\ii posibile; în toate situaţiile notăm 
cu A = (xn,Yn) ultimul punct generat în interiorul octantului 3 şi cu 
B = (x,1+1,Y11 +1) primul punct din octantul 4 sau de pe bisectoarea a 2-a. 

8.3.3.3.1. Intrarea în octantul 4 prin generarea unui punct pe 
bisectoare 
în situaţia din fig. 8-14, ultima deplasare din octantul 3 este 

diagonală şi primul punct generat în octantul 4 este pe bisectoare 
( -Xn+1 = Yn+l ). 

o 
X 

Figura 8-14. 

Intrarea în octantul 4 prin 
generarea unui punct pe 

bisectoare. 

Pentru punctul A în octantul 3, din relaţia (3.15) obţinem: 

t;.,, = 2(Xn-1)2 + y~ + (}'11-1)2 - 2R.2 = 

= ~+1 + (}'n+1+1)2 + ~+l - 2R.2 = 
= 2J;+1+()'n+1+1)2 +~+1-2R.2 = 4y~+1+2yn+1+l-2R.2 • 

Pentru punctul B tn octantul 4, din relaţia (3.17) rezultă: 

lin+l = (Xn+i-1)2 +~+1 + 2()'11+1-1)2 - 2R.2 = 
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= (-Y11+1-1)2 + Y~+1 + 2(v,.+1-1)2 - 'lR2 = 
= 4/n+l - 2y„+1 + 3 - 'lR2 • 

Prin urmare, formulele de intrare în octanLul 4, în accasHl situaţie, sînt 
următoarele: 

• t 

-Xn+I = Yn+l => A - A _ 4 + 2 
(după deplasare diagonală) ..an+l - ...,. lYn+l · (3.31) 

8.3.3.3.2. Trecerea în octantul 4 fără generarea unui punct pe 
bisectoare 
Altă posibilitate este exemplificată în fig. 8-15: ultima deplasare din 

octantul 3 este diagonală şi primul punct generat în octantul 4 este în 
interiorul acestuia (-x11+1 =Y,1+1+1 >y,,+d· 

Figura S-15. 

Y.,.,.,., Trecerea în octantul 4 fllrll 
generarea unui punct pc 

bisectoare. 

o 
X 

Din relaţiile (3.15) şi (3.17) deducem succesiv: 

A,, = 2(x,,-1)2 + y; + (y,,-1)2 - 'lR2 = 

= 2r~+l + O'n+1+1)2 + Y~+l - 'lR2 = 

= 2(vn+1+1}2 + 0'11+1+1)2 +.rn+1 -'lR2 = 
= 'Vn+t + 6Yn+l + 3 - 'lR2 ; 

Ar1+l = (X,1+1-1)2 +~+1 + 2(y11+1-1)2 -'lR2 = 
= (-Yn+i-2)2 + (-Y11+1-1)2 + 2(vn+1-t}2- 'lR2 = 
= 4/n+i + 2yn+1 + 7 - 'lR2 . 

ln acest caz, formulele de trecere din octantul 3 tn octantul 4 stnt: 

-Xn+l > Yn+l • Ar,+1 = A,, - 4Yn+l + 4 • (3.32) 
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8.3.3.3.3. Intrarea în octantul 4 printr-o deplasare orizontali 
La fel ca tn primul cadran, este posibil ca ultima deplasare din octantul 

3 sl fie orizontali, ajungtndu-se la un punct B pe bisectoare (fig. 8-16). 

. . o 
X 

Figun 8-16. 

Intrarea tn octantul 4 
printr-o deplasare pe 

orizontali . 

fn acest caz, procedtnd analog ca în secţiunea 8.3.3.1.3, deducem relaţiile: 
• tn octantul 3: 

A,. = 2(.i,,-1)2 +yt, + O'n-1)2 - 2R2 = 
= 2(i,.-1)2+ (-xn+1)2+ (-Xn)2- 2R2 = ~- Mn+ 3-2R2 = -1. 

• în octantul 4, pentru punctul C = (Xn+2,Yn+2): 

Ar.+2 = (Xn+2-1)2 + ~+2 + 2C>'n+2- l )2 - 2R2 = 
= CXn-2)2+ CXn-1)2+ 2(-Xn-1)2- 2R2 = ~- 2rn+ 7 - 2R2 = 
= An+ 4xn + 4 = -1- 4Jn+2 + 4. 

Daci în octantul 3 algoritmul detecteazl atingerea bisectoarei a doua 
( -Xn+l = Yn+l) dupl o deplasare orizontali, atunci punctul (Xn+1,Yn+1) 
nu trebuie generat şi trebuie sl se treacă direct la punctul (xn+2>Yn+2) tn 
interiorul octantului 4, prin formulele de trecere: 

j punctul (Xn+hYn+l) nu este generat (3.33) 
-X,,+1 = Yn+l =o> Xn+2 = Xn+l = Xn-1 

(dupldeplasareorizontall) Yn+2 = Yn+i-1 = Yn-1 
Ar.+2 = An-4Jn+2 + 4 = -1- 4Jn+2 + 4. 

8.3.4. Descrierea algoritmului de generare Incrementală a 
cercurilor 

Vom prezenta în continuare algoritmul de trasare incrementali a 
cercurilor, în varianta generlrii a doul puncte simultan, prin simetrie faţl 
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de cent~ul cercului (fig. 8-17). Algoritmul se bazeazl 'pe relaţiile de 
recurenţi deduse tn secţiunile anterioare. 

Fi1ura 8-17. 

Trasarea cercului prin 
generarea simultani a doul 

puncte diametral opuse. 

Pentru cele 3 variabile de stare, tn locul mlrimilor CXn,Yn, An) vom 
utiliza 3 valori uşor modificate. Vom renunţa la indicele n, care a folosit 
numai la analiza funcţionlrii algoritmului, şi vom defini variabilele de stare: 

u = l1xnl (3.34) 

V= 2yn 

An-1 
s = ---r-· 

Prin folosirea acestor variabile, care sînt tot numere tntregi, vor fi 
simplificate la maximum operaţiile aritmetice efectuate de algoritm, dupl 
cum se va vedea tn continuare. 

Introducerea variabilei s este posibili deoarece mlrimea An este un 
numlr tntreg impar, dupl cum rezultl din relaţiile de definiţie tn primii 4 
octanţi (3.8), (3.13), (3.15) şi (3.17). 

Domeniul de variaţie al variabilelor u şi v rezultl imediat din relaţiile 
de definiţie (3.34): ambele iau valori pare pozitive, cuprinse tntre O şi 2R.. 
Pentru a evalua domeniul de variaţie al lui s, folosim inegalitlţile (3.12). 
Din aceste doul relaţii, precum şi din inegalitlţile Rv~ < .r,, s R, 
O s Yn < Rv~ valabile tn octantul 1, deducem: 

4y,,+2--k,,<A,a<4yn+2 • -4R+2<A,a<4R+2 • 

• -2R.<sS2R. (3.35) 
pentru toate punctele generate în octantul 1. De fapt, ~ poate arlta ci 
inegalitatea (3.35) este general valabili pentru toate punctele generate. 

Prin urmare, variabilele de stare u, v şi s pot fi reprezentate tn 
memorie pe 16 biţi, iar daci raza cercurilor care se traseazl este cel mult 
de 64 unitlţi de rastru, 8 biţi stnt suficienţi pentru fiecare variabili. 
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Prin introducerea variabilelor de stare u, v şi s definite ca tn (3.34), 
relaţiile de recurent1 pe care se bazează funcţionarea algoritmului iau forma 
cea mai simpli. De exemplu, relaţiile (3.10) care definesc pasul incremental 
tn octantul 1, se rescriu tn funcţie de noile variabile de stare astfel: 

j u nemodificat 
s<O• v+-v+2 

s ... s+v+l 

ju+-u-2 
s~O• v+-v+2 

s +- s-u+v+l. 

(3.36) 

ln mod analog se convertesc şi celelalte relaţii necesare. Pentru testar<?3 
semnului variabilei s se vor folosi semnele < şi ;?: (şi nu :S şi > ), deoarece: 

â,,>0 • â,,i:!:l • s~O 

â,,<0 • â,,:S-1 => ss-1 • s<O 

conform definiţiei lui s din (3.34). Deoarecexn este negativ tn octanţii 3 şi 
4, semnul variabilei u va fi inversat faţă de cel al lui .r,. tn formulele 
referitoare la această parte a cercului. 

ln descrierea algoritmului de trasare incrementală, fiecare operaţie 
tn care este implicatl o variabilă de stare u, v sau s este tnsoţitl de o 
referinţă la formula teoretică pe care se bazează operaţia respectivi. 
Evident, formulele teoretice referite trebuie să fie convertite cu ajutorul 
ecuaţiilor de legătură (3.34). 

ln plus faţl de variabilele de stare, stnt necesare 4 variabile de 
adresare fizică tn spaţiul de afişare, pe care le vom nota xi, Y1, x2, Y2 (fig. 
8-17). (x1,y1) reprezintl adresa fizică a punctului curent generat tn 
semicercul superior, iar (x2,Y2) este adresa fizică a punctului diametral 
opus, generat concomitent. Fiecare deplasare elementară efectuali tn cursul 
execuţiei algoritmului este reftectată prin modificarea corespunzătoare a 
variabilelor (.r1,Y1) şi (.r2,Y2), adică prin deplasarea fizică la un pixel 
allturat tn spaţiul de afişare. De exemplu, deplasarea spre sttnga-sus tn 
octantul 1 apare tn algoritm sub forma: 

u+-u-2,v+-v+2; 
Z1 +- X1 - 1 , Yl +- Yl + 1 ; 
z2 +- z2 + 1 , Y2 +- Y2 - 1. 

Deplasarea elementari spre stînga în octantul 3 apare sub forma: 

u+-u+2; 
X1 +- Z1 -1; 
Z2+-z2+l 

deoarece u evolueazl tn sens invers, datoritl scbimblrii de semn. 
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De fapt, variabilele de adresare x1,Yt, x2, Y2 stnt oarecum redundante, 
tn sensul cil valorile lor pot fi calculate în orice moment în funcţie de 
variabilele de stare u şi v, coordonatele centrului cercului şi razi. Totuşi, 
datorită faptului cil actualizlrile lor sînt foarte simple (incrementări şi 
decrementări), folosirea variabilelor de adresare fizicil se impune ca 
opţiunea cea mai eficientă pentru execuţie. 

Algoritmul foloseşte ca date de intrare 3 numere întregi pozitive: 
(xc,Yc) reprezintă coordonatele centrului, iar R este raza cercului tn unităţi 
de rastru. Aceste date stnt utilizate numai tn Pasul 1 pentru iniţializarea 
variabilelor; în continuare, evoluţia algoritmului depinde exculsiv de 
dinamica relaţiilor între variabilele de stare. 

Algoritmul C2 

Generarea incrementală a unui cerc de centru (Xc,Yc) şi razi R i=:: 2 

Pasul 1: Iniţializlri: x1 +- Xc + R, Y1 +-Yc, X2 +- Xc - R, Y2 +- Yc; 
u +- 2R, v +- o, s +- 1 - R; (3.11) 
call plot (x1,Y1); 
call plot (X2,)'2). 

Pasul 2: Yl +- Yl + 1; 
Y2+-J2-l; 
V+- V+ 2; (3.10), (3.36) 
dacit u = v , salt la Pasul 9. (3.29) 

Pasul 3: call plot (x1,y1); 
call plot (x2,Y2); 
S +- S + V + 1; (3.10), (3.36) 
dacit s < O, salt la Pasul 2. (3.10), (3.36) 

Pasul4:x1 +-x1 -1,Yt +-y1 + 1; 
X2 +-X2 + 1,Y2 +-yz -1; 
U +- U - 2, V+- V + 2, S +- S - u; (3.10), (3.36) 
dacit u > v , salt la Pasul 3. 

Pasul 5: Dacitu = v, salt la Pasul 8; (3.21) 
s +-s + 1; (3.24) 
salt la Pasul 8. 

Pasul6:x1 +-x1 - l,y1 +-y1 + 1; 
x2 +-xz + 1,Y2 +-Y2- 1; 
U +- U - 2, V +- V + 2, S +- S + V. (3.14) 

Pasul 7: s +- s - u. (3.14) 
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Pasul 8: call plot (xi,11); call plot (x2,y2)-

Pasul 9: s • s + 1; (3.14) 
daci s <O, salt la Pasul 6. (3.14) 

Pasul 10: .Xt • Xt - 1; 
x2•.x2 + 1; 
u •u - 2; (3.14) 
daci u .ie O, salt la Pasul 7. (3.30) 

Pasul 11: call plot (ţ1,Y1)i 
call plot (ţ2,)'2); 
s • 1 - s. (3.30) 

Pasul 12: x1 • x1 - 1; 
x2 „x2 + 1; 
u •u + 2; (3.16) 
daci u = v , salt la Pasul 19. (3.33) 

Pasul 13: call plot(ţ1,y1); 
call plot (ţ2, .>'2); 
s • s + u + 1; (3.16) 
daci s <O, salt la Pasul 12. (3.16) 

Pasul 14:.xi •x1 -1,Yt •y1 -1; 
x2 •x2 + 1,.>'2 •12 +' 1; 
U • U + 2, V • V - 2, S • S - v; (3. 16) 
daci u < v , salt la Pasul 13. 

Pasul 15: Daci u = v, salt la Pasul 18; (3.31) 
s •s + 1; (3.32) 
salt la Pasul 18. 

Pasul 16:xi •x1 -1,Yt •y1 -1; 
X2 •X2 + 1,12 •12 + 1; 
U • U + 2, V • V - 2, S • S + U. (3.18) 

Pasul 17: S •S - V. (3.18) 

Pasul 18: call plot(x1,Yt)i call plot(x2,12). 

Pasul 19: s • s + 1; (3.18) 
daci s < O , salt la Pasul 16. (3.18) 

Pasul 20: Yt „ Yt - 1; 

12•12 + 1; 
V• V - 2; (3.18) 
daci v .ie O, salt la Pasul 17. 

Pasul 21: Stop. 
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Algoritmul C2 funcţionează în 4 faze succesive, alcătuite respectiv 
din paşii 2-4, 6-10, 12-14 şi 16-20, care generează punctele cercului to 
octanţii 1+5, 2+6, 3+7 şi 4+8. Pasul 1 este de iniţializare, iar to paşii 5, 
11 şi 15 se executl operaţii de leglturl tntre faze. 

ln comparaţie cu algoritmul de principiu Cl, algoritmul C2 prezintl 
cî.rteva modificări în ceea ce priveşte ordinea operaţiilor, menite sl 
simplifice şi să mlreascl eficienţa algoritmului. Astfel, punctele de 
intersecţie ale cercului cu axele sînt generate to afara buclelor principale 
de execuţie: punctele (R, O) şi ( -R, O) stnt generate to Pasul 1, iar punctele 
(0,R) şi (O, -R) în Pasul 11. Aceasta permite organizarea corectl şi 
eficientl a principalelor faze de execuţie. 

Primul test asupra variabilei s, prezent tn algoritmul Cl, nu mai este 
efectuat to algoritmul C2, deoarece la iniţializare s = 1-R < O pentru 
cercurile cu R ii!:: 2. Cercul de razi 1 nu poate fi generat de algoritmul C2 
deoarece succesiunea de puncte (1, O), (O, 1 ), (-.1,0), (O, -1) nu îndeplineşte 
condiţia de conexiune discretl (secţiunea 8.1). 

Fiecare fazi a algoritmului conţine doul bucle principale, 
corespunzătoare celor doul tipuri de deplaslri elementare efectuate la 
generarea punctelor într-un octant: o deplasare paraleli cu una din axe, 
respectiv o deplasare diagonali. 1n general, s-a urmlrit ca operaţiile 
comune care trebuiesc efectuate pentru cele doul deplasări elementare sl · 
apari o singuri datl to algoritm, tntr--0 parte comuni a celor doul bucle 
principale. De exemplu, pentru trasarea to octantul 1 existl doul bucle, 
alcătuite respectiv din paşii 2, 3 şi 3, 4; to Pasul 2 stnt incluse operaţiile 
referitoare numai la deplasarea în sus, to Pasul 4 operaţiile referitoare 
numai la_ deplasarea în diagonali, iar Pasul 3 conţine operaţiile care pot fi 
efectuate în comun: generarea efectivi a punctului şi adlugarea la s a 
cantitlţii v+ 1, conform cu (3.36). Operaţia v ~ v+ 2 trebuie sl fie efectuali 
separat to fiecare bucii, datorita faptului că testul u : v din Pasul 2 este 
necesar to situaţiile de excepţie prezentate tn·secţiunea 8.3.3.1.3. 

Posibilitatea efectulrii saltului din Pasul 2 la Pasul 9, to momentul 
ctnd u = v, se bazeazl explicit pc relaţia â,. = -1 existenta în acel moment, 
dupl cum a fost demonstrat în secţiunea 8.3.3.1.3. Prin urmare, s = -1, 
s+ 1 = O şi algoritmul alege continuarea corectă printr--0 deplasare pe 
orizontali, firi generarea punctului de pe bisectoare. 

8.3.5. Generarea cercurilor cu coordonatele centrului fi raza 
semnntregl 

Metoda de generare incrementali expusa tn secţiunile precedente 
prezintl o oarecare lipsi de generalitate, datoritl faptului că raza cercului 
este un numlr întreg. Io acest caz, diametrul cercului este un numlr par 
de unitlţf de rastru. In practici, poate sl fie necesari o metodl de generare 
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eficientă a cercurilor cu diametre numere întregi oarecare, pentru care 
două puncte diametral opuse pot fi reprezentate exact în puncte din rastru. 
Din acest motiv, în această secţiune vom analiza pe scurt problema 
generării cercurilor centrate în puncte de coordonate semiîntregi şi cu raza 
de asemenea număr semiîntreg: Xc = p + ½, Yc = q + ½, ~ = r + ½, unde p, 
q, r sînt numere întregi pozitive. 

X 

Figura S-18. 

Generarea prin puncte a unui 
cerc de rază 5 +½centrat 

într-un punct de coordonate 
semiîntregi. 

Reprezentarea în rastru a unui astfel de cerc (fig. 8-18) prezintă 
proprietăţi de simetrie remarcabile, care sugerează posibilitatea 
dezvoltării unor algoritmi de generare eficienţi, la fel ca pentru cercurile 
de rază întreagă. Faptul că centrul nu corespunde unui pixel pe ecran nu 
deranjează, deoarece centrul nu intervine efectiv în procesul de generare; 
din contră, poziţia centrului reprezintă un avantaj, deoarece în acest caz 
punctele din rastru diametral opuse pe orizontală şi verticală sînt foarte 
aproape de curba ideală. 

Evident, vom cerceta în ce măsură rezultatele teoretice obtinute în 
secţiunile 8.3.1, 8.3.2 şi 8.3.3 sînt aplicabile în această situaţie. 'Reluînd 
analiza din secţiunea 8.3.1 referitoare la primul octant, vom observa în 
primul rtnd că toate coordonatele punctelor generate (xn,y11), pe care le 
vom considera tot relative la centrul cercului, sînt numere semiîntregi. 
Prin urmare, vom introduce notaţia: 

Xn = Pn + ½ , Yn = qn + ½ , Pn, q11 întregi. (3.37) 

Criteriul general (3.3) de efectuare a pasului incremental rămîne valabil, 
deoarece nu este influenţat de forma numerelor x11,y11• Să examinăm din 
nou mărimea ~,, definită în (3.5): 

dr! = _r; + (x,,-1)2 + 2(Yn+1)2 - 2R2 = 

= <Pn+½)2 + (p,,-½)2 + 2(qn+~)2 - 2(r+½)2 = 
= q,~ + ½ + 2q~ + (>qn + 9~ - z,2 - 2r - ½ = 
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= 2(p~+<n+3qn-r2-r+2)+Vl. 

Aspectul important, care va fi util ln continuare, este cil numerele tJ.,, slnt 
de forma '1k + Vl (k lntreg); vom spune cil tJ.,, sint numere pare semitntregi. 
Prin urmare, tJ.,, nu poate fi nul şi avem: 

IJ.,, > o „ IJ.,, i?! J/l 

IJ.,, < o „ An s -$'l. 

(3.38) 

La fel ca în secţiunea 8.3.1 se dovedeşte ~mplicaţia dn i?! O • IJ.,, i?! O. 1n 
ceea ce priveşte implicaţia invenl, demonstraţia prezentatl în secţiunea 
8.3.1 rlmlne valabiUl pini la formula (3.7), pe care o relulm aici: 

' 
3R2 ~ + (x,.-1)2 + ~+l - 2RÎ = sR2tJ.,, < ~ - (x,.-l)Î2 • (3.39) 

Nu am folosit pini acum în demonstraţie ipoteza A,. i?! O, care în acest caz 
implicil A,. i?! Vl, conform cu (3.38). Atunci, din (3.39) rezultl: 

~ - (Xn-1)12 > sR2 An i?! 4Ir • (1.r,.-1)2 > 4Ir • 
• 2tn-1 > 2R 

ceea ce este tn contradicţie cu condiţia evidentl x,. s R. ■ 
Prin urmare, şi în acest caz numerele dn şi A,. au acelaşi semn, ceea 

ce înseamna cil criteriul (3.10) de efectuare a pasului incremental tn 
octantul 1 rlmlne valabil, dacii facem abstracţie de faptul cil numerele x,., 
Yn, A,, nu sînt întregi. 

ln mod asemlnltor se demonstreazl cil formulele (3.14), (3.16), 
~3.18) de trasare incrementali a cercului ln octanţii 2, 3 şi respectiv 4 
rlmtn valabile. . 

De asemenea, formulele (3.21), (3.24), (3.29) de trecere din octantul 
1 în octantul 2 rlmtn valabile, ca şi formulele (3.31), (3.32), (3.33) de 
trecere din octantul 3 în octantul 4. Şi tn acest caz ln procesul de generare 
incrementali pot apare situaţii de excepţie, analizate în secţiunile 8.3.3.1.3 
şi 8.3.3.3.3, clnd algoritmul selecteazl un punct pe bisectoare dupl o 
deplasare orizontali sau verticali: de exemplu, pentru generarea cercului 
de razi 7 + J/l. Formulele (3.29) şi (3.33) asiguri o funcţionare corectă a 
algoritmului tn aceste situaţii. 

Singurele aspecte care trebuie examinate din nou, deoarece diferi 
faţl de rezultatele obţinute ln secţiunile anterioare, slnt valorile de 
iniţializare a variabilelor x,., Yn, A,. la începutul procesului de generare în 
octantul 1, şi formulele de trecere din octantul 2 în octantul 3. 

Evident, primul punct generat în octantul 1 are coordonatele 
(.to,yo) = (R, Vl) relative la centrul cercului, iar din formula (3.5) deducem: 
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4() = ~ + (xo-1)2 + 2(yo+1)2 -2R2 = Ii1' + (R-1)2 + 9n-2R2 = 
= 1½-2R.. 

Prin urmare, iniţializarea variabilelor Xn, Yn, I!,,,,, se face dupl formulele: 

Xo = R (3.40) 

Yo = ½ 

Ao = 1½-2R.. 

Formulele de intrare tn octantul 3 se pot deduce uşor, daci ţinem 
seama ci ultimul punct generat tn octantul 2 este (Xn,Yn) = (½, R), iar 
primul punct care trebuie generat tn octantul 3 este 
(Xn+1,Yn+1) = (-½,R). În acest caz, din relaţiile (3.13) şi (3.15) rezultl: 

A,, = 2(tn-1)2 + CYn+1)2 + ,;- 2R.2 = 
= 2(½-1)2 + (R+1)2 + R2 - 'JR2 = ,'.Yl + 2R. 

4n+l = 2(Xn+1-1)2 + ,;+1 + CYn+i-1)2 - 2R2 = 
= 2(-½-1)2 + R2 + (R-1)2 - 2R.2 = 

= 1½ - 2R. = 7 - A,, . 

Momentul traverslrii axei Oy se detecteazl ctnd se selecteazl un punct cu 
abscisl negativi Xn+l < O. Prin urmare, formulele de trecere din octantul 
2 tn octantul 3 stnt: 

Xn+1 < O ~ 4n+1 = 1½- 2R. = 7 - An. (3.41) 

Pentru dezvoltarea unui algoritm concret de generare incrementali 
a cercurilor de razi semitntreagl şi centrate în puncte de coordonate 
semilntregi, utilizarea directl a variabilelor x,,, Yn, An nu este convenabili, 
deoarece acestea nu stnt numere tntregi. Vom introduce tn acest scop 3 
variabile de stare u, v şi s cu valori întregi, analoage celor folosite tn 
algoritmul C2: 

u = I 1xn I (3.42) 

V= ~n 

A,,-½ 
s = 2 

în definirea acestor variabile de stare am folosit explicit faptul ci 
numerele x,,, Yn stnt semiintregi, iar numerele A,, sint pare semilntregi. 

Cu aceste variabile, se obţine un algoritm de generare foarte 
asemlnltor cu algoritmul C2. Dupl cum rezultl din analiza anterioara, 
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singurele deosebiri apar tn Pasul 1 care conţine iniţializarea variabilelor, 
conform cu (3.40), şi în paşii 10 şi 11 care testea7Jl condiţiile de trecere 
din octantul 2 tn octantul 3 şi executl operaţiile necesare, conform cu 
(3.41). în Pasul 11 trebuie adlugatl operaţia u .. -u (= 1) prin care se 
reface condiţia corectă u = I :an I dupl intrarea în octantul 3. De asemenea, 
tn Pasul 20, traversarea axei Ox ( = momentul terminării algoritmului) se 
detectează atunci ctnd variabila v devine negativi (v = -1); conform 
relaţiilor de definiţie (3.42), variabilele u şi v stnt numere impare, deci nu 
iau niciodată valoarea O. 

în algoritmul de generare C3, descris tn continuare, paşii care lipsesc 
stnt identici cu cei corespunzltori din algoritmul C2. 

Algoritmul C3 

Generarea incrementali a unui cerc de centru (Xc,Yc) = (p+½,q+½) de 
coordonate semitntregi şi de ra7Jl sem:itntreagi R = r+½ i::!: 3+½. 

Pasul 1: lniţiali7Jlri: z1 „ Zc + R, Yl „ Yc + ½, z2 „ Zc - R, Y2 „ Yc - ½; 
u „ 2R, v „ 1, s „ $2 - R; (3.40) 
call plot(z1,Y1); 
call plot (z2,Y2). 

Pasul 10: z1 „ z1 - 1; 
z2„z2+ 1; 
u „ u - 2; (3.14) 
daci u >O, salt la Pasul 7. (3.41) 

Pasul 11: call plot (z1,Y1); 
call plot (z2,Y2); 
u„1; 
s „ 3 - s. (3.41) (3.42) 

Pasul 20: Y1 „ Yt - 1; 
Y2 „Y2 + 1; 
V „ V - 2; (3.18) 
daci v >O, salt la Pasul 17. 

Pasul 21! Stop. 

8.3.6. Numărul de puncte generate 
Cunoaşterea numlrului de puncte generate de algoritmul de trasare, 

care poate fi exprimat tn funcţie de ra~ cercului, permite deducerea pe 
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cale experimentali a vitezei de generare pe punct, pentru o implementare 
dată a algoritmului. Viteza de generare pe punct este un criteriu obiectiv 
de estimare a performanţelor algoritmului prezentat, tn comparaţie cu alţi 
algoritmi de trasare rulaţi pe aceeaşi maşini. 

În primul rtnd, observăm el algoritmii C2 şi C3 generează acelaşi 
număr de puncte tn fiecare octant; mai precis, punctele generate tn fiecare 
octant se pot obţine din punctele generate în octantul 1, printr-o oglindire 
faţă de prima bisectoare şi/sau o rotaţie de 90°, 180° sau 2700. Se poate 
demonstra riguros ci în octantul 2 se generează, tn ordine inversă, 
simetricele faţă de prima bisectoare ale punctelor din octantul 1. Intuitiv, 
acest fapt se justifici astfel: 

• curba ideală intersectează reţeaua de orizontale şi verticale a 
rastrului tn puncte simetrice faţl de cele două bisectoare, cele 
două axe şi centrul cercului; 

• metoda de generare prezentată asiguri în fiecare octant cea mai 
bună aproximare discretă pentru curba ideală. 

Prin urmare, pentru a calcula numlrul de puncte N(R) generate de 
algoritmul C2 pentru cercul de ral.ă R, înmulţim cu 8 numărul de puncte 
generate tn octantul 1. 

Revenind la analizele din secţiunea 8.3.3, observăm ci în situaţia din 
fig. 8-10 au fost generate punctele: (xo,y0) pe axa Ox, (x1,y1), (x2,~), 

..• (tn,Y11) tn interiorul octantului 1, iar punctul (t11+1,.Yn+t) este pe 
bisectoare. Prin urmare, pentru tot cercul vor fi generate 8n + 8 puncte. 
Rămîne de găsit relaţia dintre n şi R în situaţia din fig. 8-10. 

Deoarece ,n octantul 1 fiecai,e deplasare elementară are o 
componentă verticală, este clar că .Yn = n pentru orice punct generat. 
Rezultă ci punctul A din fig. 8-10 are coordonatele: 

(xn,Yn) = O'n+i.Yn) = (n+2,n). 

Aplictnd acestui punct relaţi,a ~ > O, premisă a deplasării diagonale de la 
A la B, obţinem: 

â,, = ~ + (xn-1)2 + 2(yn+1)2 - 2R2 = (n+2)2 + 3(n+1)2 - '1R.2 = 

= 4n2 + l<n + 7 - 2R2 = (2n+2) (2n+3) + 1 - 2R2 > O. (3.43) 

Din a doua relaţie (3.12) aplicată în acelaşi punct A deducem: 

4,, - 4y,. - 2 = A,, - 4n - 2 = 4n2 + 6n + S - 2R2 = 

= (2n+1)(2n+2) + 3-'lR.2 < o. (3.44) 

Ţinfnd seama ci toate numerele stnt întregi, relaţiile (3.43) şi (3.44) 
pot fi scrise sub forma: 
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(2n+1) (2n+2) + 4 s 2R2 s (2n+2) (2n+3). (3.451 

Din relaţia (3.45) deducem succesiv: 

(2n + ½)2 + 6 - 9/4 S 2R2 S (2n + ½)2 + 6 - 2$-'4 => 

• (2n + ½)2 < 2R2 < (2n + ½)2 ,.. 2n + ½ < Rv'I -:: 2i. + ~ _ 

• 2n+2 < Rv'!+½ < 2n+3. 

Dubla inegalitate obţinută este echivalentă cu egalitatea: 

2n +2 = [Rv! +½] 

unde am notat cu (t] partea întreagă a număruluix. Prin urmare, algoritmul 
de trasare traverseazl prima bisectoare ca tn fig. 8-10 daci numărul 
(Rv'! + ½], care este întregul cel mai apropiat de Rv!, este par. În acest 
caz, ţinînd seama că numlrul total de puncte generate este 8n + 8, rezuJHi: 

N(R) = 4 [Rv! + ½] . (3.4r,) 

Altă posibilitate de traversare a bisectoarei este ilustrată în fig.8-1 l. 
în acest moment au fost generate punctele: (xo,Yo) pe axa Ox, (xi,y1 '. 

(x2,y2), ... (xn,Yn) ,în interiorul octantului 1. Punctul (xn+t,Yn+1) este în 
interiorul octantului 2. Prin urmare, tot cercul va avea 8n + 4 puncte. 

Punctul A din fig. 8-11 are coordonatele: 

(xn,Yn) = O'n+l,Yn) = (n+l,n), 

Aplicînd acestui punct aceleaşi condiţii A,1 > O şi An - 4yn - 2 < O 
justificate ca mai sus, deducem: 

A,. = ~ + (xn-1)2 + 2(yn+1)2 - 2R2 = 3(n+t)2 + n2 - 2R2 = 
= 4n2 + 6n + 3 - 2R2 = (2n+1) (2n+2) + 1 - 2R2 > O (3.47) 

A,. - 4yn - 2 = /1,1 - 4n - 2 = 4n2 + 2n + 1 - 2R2 = 

= 2n (2n+1) + 1-2R2 < o. 
Deoarece toate numerele slot întregi, relaţiile (3.47) pot fi puse sub forma: 

2n (2n+1) + 2 :S 2R2 :S (2n+1) (2n+2) (3.48) 

care este într-un fel complementară cu relaţia (3.45). Din (3.48) deducem 
succesiv: 

(2n + ½)2 + 2 _ ¼ :S 2R2 :S (2n + ½)2 + 2 _ 9/4 • 

,. (2n + ½)2 < 2R2 < (2n + ½)2 ,.. 2n + ½ < Rv! < 2n + ½ ,.. 
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• 2n + 1 < Rv'Z + ½ < 2n + 2 • 2n + 1 = [Rv'! + ½]. 
Rezultă cil algoritmul de generare traverseal.ă bisectoarele ca în fig. 8-11 dacii 
numlrul [Rv'Z +½]este impar. În acest caz, \intnd seama cil numărul total 
de puncte generate este 8n + 4, rezultă pentru N(R) aceeaşi expresie (3.46). 

în sffrşit, ultima posibilitate de traversare a primei bisectoare este 
cea din fig. 8-12, dupl o deplasare verticală. De fapt, tot 8n + 4 puncte se 
genereal.ă şi tn acest caz, deoarece punctele de pe bisectoare nu stnt efectiv 
generate, dupl cum s-a arltat fn secţiunile 8.3.3.1.3 şi 8.3.3.3.3. Deosebirea 
este cil fn situaţia din fig. 8-12 avem â,1 = -1, tn conformitate cu (3.27). 
Aceasta fnseamnl cil: 

I!,, = 4n2 + 6n + 3 - 2R.2 = -1 • 2n2 + 3n + 2 - R2 = O • 

,,_ + 1 - YBR2_, - 1 
• Ul - 2 

Se poate arlta cil, dacii (Y8R2-7 - 1)/2 este întreg, atunci: 

vsil-, -1 I 1] 2 = Rv'Z - 2 · 
I 

Concluzia este cil, dacii raza cercului este de forma speciali precizata 
tn secţiunea 8.3.3.1.3, soluţie a ecuaţiei tn.....numere tntregi (3.28), atunci 
numlrul de puncte generate este: 

N(R) = 4 [Rv'Z -½] . 
fn toate celelalte cazuri, numlrul de puncte generate de algoritmul 

C2 este: 

N(R) = 4 [Rv'Z + ½] . 
fn mod asemlnltor se demonstrează cil tn c.azul impar analizat în 

secţiunea 8.3.5, algoritmul C3 generează în total: 

N'(R) = 4 [V2R.2-½ + ½] 
puncte, pentru orice valoare semiîntreagl a ruei, cu excepţia valorilor de forma: 

Rt = ~(v'2°+1)4k+3+(v'2°-1)4k+3}, k=0,1,2,3, ... 
4v'2' 

Pentru aceste valori de excepţie ale razei, numlrul de puncte generate de 
algoritmul C3 este: 
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N'(R) = 4 [ V 2R2 -½ -½] = 4 [ R~ - ½] . 

8.4. Generarea Incrementali a curbelor de gradul 2 

În această secţiune vom ciuta o metodă incrementali de trasare 
pentru curbele de gradul doi în forma cea mai generali, definită analitic 
printr-o ecuaţie de gradul 2 cu 2 necunoscute: 

f(x,y) = aix2 + a:aiy + ag2 + a,4t + ag + a6 = O (4-1) 

unde coeficienţii a1, a2, ••• ,a6 stnt tn general numere reale. Dupl cum este 
cunoscut, curba reprezentată de această ecuaţie este o (secţiune) conicii 

8.4.1. Clteva aspecte teoretice . ' 

Introducem notaţiile: 

d=~-~~ ~~ 

11 = a1a)+a30J-a2f1405+(aj- 4a1a3) a6 = a1a)+aJQ}-aia,40s+a6 d. 

Deoarece 11 este o suml de termeni de gradul 3 în func\ie de 
coeficien\fi a;, 11 tşi schimbi semnul daci toţi coeficienţii îşi schimbi 
semnul. Pe de altl parte, este evident că o schimbare generali de semn a 
coeficienţilor nu afectead curba reprezentată de ecuaţia/(.r,y) =O.Prin 
urmare, firi restrtngerea generalităţii, putem sl presupunem că este 
tndeplinitl condiţia: 

(4.3) 

care va fi utili tn cele cc urmeazlţeventual, este necesară o schimbare 
generali de semn a coeficienţilor a;, i = T,6 tn faza de ini\ializarc ). 

Vom spune că ecuaţia (4.1) reprczintl o curbt'J degeneratt'J dacă 
funcţia de gradufdoi/~,y) se poate pune sub forma: 

f~,y) = (bix + "71 + b3)(ct,1 + c:g + c3) (4.4) 

unde coeficienţii b1, b2, b3, ci, c2, c3 sint în general numere complexe. Dacă 
toate numerele b;, c; stnt reale, conica (4.1) degenereazl în două drepte 
reale, care pot fi mncurente, paralele sau confundate, în funcţie de anumite 
rela,ii partlculare tntre meficienţi. Dacă cel puţin unul din numerele b;, c; 
est&!,.....,.,, ecuaţia (4.1) nu reprezintă o curbl reala. 1n secţiunea 8.4.7 
este praeatatl o analizl detaliata a cazurilor de degenerare. 

O-condiţie de degenerare echivalentă cu (4.4), dar mai uşor de testat, 
se obţine cu ajutorul cantitlţii 11: 
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Teoremă. Ecuaţia (4.1) reprezintli o conicii degeneratli dacii şi numai dacti 
A =0. 

Demonstra/ie. 
Dacă funcţia /(x,y) se poate pune sub forma (4.4), atunci cgalînd 

coeficienţii exprimărilor luif(x,y) din (4.1) şi (4.4) obţinem: 

a1 = b1c1 
a2 = b1c2 + bze:1 
a3 = bze:2 
a4 = b1c3 + bJC1 
as = bze:3 + b'3'2 
a6 = b'jC3. 

Pe baza acestor relaţii, se înlocuiesc numerele a; cub;, c; în expresia de 
definiţie a lui A din ( 4.2) şi rezult4 uşor A = O. 

Reciproc, să presupunem A = O. Să notlm: 

µ = 2 (a2 ± .../ a~-4a1a3) 

tn care considerăm înaintea radicalului semnul efectiv al coeficientului 
a2• Cantitateaµ poate fi reală sau complexă. 

Dacă d = al-4a1a3 :;li!: O, se arată uşor căµ :;li!= O şi prin calcul direct se 
verifică egalitatea: 

f(x,y) = ¼ [2atx+~+ (a4+ aza~-;ias)] [!x+2a~+ (as t aza:-;3'14) ]-

Dacă al= 4a1a3, în secţiunea 8.4.7 se demonstreazl căf(x,y) se poate scrie 
sub una din formele: 

f(x,y) = ½, (2atx+a7.Y+a4+.../aJ-4a1a6) (2aix+a7Y+a4-.../aJ-4a1a6) 

pentru a1 :;li!: O ; 

f(x,y) = ¼, (a~+2a~+as+Va~-4a3'l6) (a~+2a~+as-Va~-4a3'l6) 

pentru a3 ;ie O . 

Prin urmare, tn toate cazurile ecuaţia f (x,y) = O se poate descompune în 
două ecuaţii de gradul tntti, cu coeficienţi tn general complecşi. ■ 

Dacă A ;ie O, ecuaţia (4.1) reprezintă o curbl propriu-zisl, reali sau 
imaginară. Tipul conicei depinde de semnul discriminantului d tn modul 
următor: 
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l < O - elipsă (sau cerc) 
d = a~ - 4a1a3 = O - parabolă 

> O - hiperbolă . 
(4.5) 

în cele ce urmează vom utiliza noţiunea de curburll K(x,y) într-un 
punct (x,y) al curbei plane/ (x,y) = O. Dacă funcţia/ are derivate parţiale 
de ordinul doi, curbura K(x,y) este dată de relaţia: 

K(x,y) = f"xx(/'y)2-2/",:y/'xf'y +J_•'YY(f'x)2_ 

[ (f_'x)2 + (/'y)2] 
(4.6) 

Teoremi. Pentru o curblt conicll definitll printr-o ecuaJie de forma (4.1), 
curbura K(x, y) plistreazii un semn constant tn toate punctele curbei. 

Demonstra/ie. 
Calcultnd derivatele parţiale ale funcţiei / (x,y) şi ţinînd seama c4 

(x,y) este un punct pc curba/(x,y) = O, obţinem: 

f"xx (f'y)2 -:- 2f:q/'x/'y + /"yy <f'x)2 = 
= 2a1(a~+2a3Y+as)2 - 2a2(2atx+a7.Y+a4)(a2f+2a3Y+as) + 

+ 2a3(2a1x+a2)1+a4)2 = 

= 2( 4a1a3-aD(atx2+a21)'+a3)'2 +a,.i+asY) + 2a1a}-2aia4a5 + 1.aJD} = 

= 2a6(a~-4a1a3)+2a1aj+2aJt1i-2aza4lls = 2l\ ; 

2/l 
K(x,y) = ½ = 

[ (f 'x)2 + (f 'y)2] 

2l\ =-------------~½· 
[c2aix+a7.Y+a4)2 + (a:,ar+2a3Y+as>2] 

(4.7) 

Prin urmare, curbura K(x,y) păstrează semnul lui A în toate punctele 
curbei, deci curba (4.1) nu arc puncte de inflexiune. ■ 

Teoremi. Dacit ecuaţia (4.1) reprezintă o curbii nedegeneratll (A;! Q), atunci 
valoarea maximii a curburii Kmax este: 

(4.8) 
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Demonstraţie. 

Din (4.7) rezulUl dl funcţia K(x,y) este maximă tn punctele în care 
funcţia ajutatoare (/'x)2 + (/'y)2 atinge valoarea nti,iima. Notînd u = ['x, 
v = /'y, rezultă dl trebuie sa calculam extr~mcle funcţiei: 

g(u, v) = u2 + v2 

cu condiţia de legaturăf (x,y) =O.Prin calcul direct se dovedeşte că ecuaţia 
f(x,y) = O se poate pune mai convenabil sub forma: 

a1(/'y)2 - a2f'.tf'y + a3(f'x)2 = li • (4.9) 

o h(u, v) = a1v2 - a]}lv + a'!}i - li = O. 

Aplicînd metoda multiplicatorilor lui Lagrange, definim funcţia auxiliară: 

1 cl>(u, v,l) = g(u, v) + jh(u, v) 

şi determinlm punctele singulare ale acestei funcţii. , 

cl>'u = O o 2.tu-a2v+2aJU = O o 2(l+a3)u = a2v 

cl>'v = O o 2ÂV-a]Jl+2a1v = O o 2(l+a1)v = a]}l 

cl>'.t = O o a1v2-aiiw+aJU2 = 11. 

(4.10) 

Din primele două relaţii ( 4.10) rezultă ecuaţia care determină valoarea 
parametrului A: 

care are rădacinile: 

- (a1+a3) - Vt1f+a~+a~-2a1a3 
A1 = 2 

- (a1 +a3) + V af+a~+a~-2a1a3 
A2 = ----------

De asemenea, din primele doua relaţii (4.10) obţinem: 

· (A+a1) v2 = (A+a3) u2 • 

în acest caz, a 3-a relaţie (4.10) conduce la: 

"2 
(l+a1)/1 = ll1(A+a3)u2 - ,fu2 + "J(Â.+a1)u2 • 

2 2(A +a1)/1 2 2(.t +a3)/1 
U = 2• V = z• 

2(a1 +a3)A +4a1a3-ll2 2(a1 +a3)A +4a1a3-a2 

(4.11) 

(4.12) 

216 ---------------------------



---------------- Generarea incrementală a curbelor de gradul 2 

Prin urmare, valorile/extreme ale funcţiei g stnt: 

r ) 2 2 2(2l +a1 +a3)A A 
g,u, v = u +v = 2 = - T, 

2(a1 +a3).l +4a1a3-a2 

ultima egalitate rezultînd din (4.11). Deoarece A> O_. trebuie luate în 
considerare numai valorile negative ale lui ,t Distingem două cazuri: 

• d = a~-4a1a3 < O (elipse, cercuri). Rezultă în primul rînd că a1, 
a3 slot nenule şi de acelaşi semn, adică a1 > O, a3 > O sau a1 < O, 
a3 < O. Dacă a1 şi a3 sînt negative, egalitatea din (4.9) nu poate fi 
îndeplinită, deoarece cantitatea din membrul stîng păstrează 
semnul lui a1 în orice punct (x,y) (dacă a1 < O, a3 < O, d < O şi 
A> O, ecuaţia (4.1) nu defineşte o curbă reală). Prin urmare, 
a1 > O, a3 > O. Pe de altă parte, din d < O şi din ( 4.12) rezultă 
..t1 :s .\2 < O. Există deci două valori extreme pentru funcţia g(u, v) 
(o valoare maximă şi una minimă), şi la fel pentru funcţia de 
curbură K(x,y). Din relaţia (4.7) deducem: 

2A 2A 2(-11)½ 

Kmu = (g,.,,;J''i = (-¾ r = lli. = 

( ., 2 2 2 )½ 
a1 + a3 + v a1 + a2 + a3 - 2a1a3 

= v'lK 

• d = a~-4a1a3 :?! O (hiperbole, parabole). • În acest caz, 

la1 +a3I :s Vat+a~+a~-2a1a3 şi prin urmare.\1 < O :s Âz. Curbura 
K(x,y) are o singură valoare extremă (maximă), corespunzătoare 
lui ..t1. Pentru Kmax se obţine aceeaşi expresie (4.8). ■ 

ln continuare demonstrăm un rezultat care va fi util în dezvoltarea 
unui algoritm de trasare eficient. 

Teoremi. Dacii ecuaţia (4.1) reprezintli o curbli realii nedegeneratli (A> O), 
atunci funcţia f (x,y) ia valori negative în interiorul concavitliţilor curbei 
f (x,y)· = O, şi valori pozitive în exteriorul acestora. 

Demonstraţie. 
Fie (xo,Yo) un punct pe curba/ (x,y) = O. Ecuaţia tangentei la curbă 

tn punctul (xo,Yo) este: 

(x-xo)f'x(xo,Yo) + (y-yo)/'y(xo,Yo) = O. (4.13) 

Fie acum (x,y) un punct oarecare pe această tangentă (fig. 8-19). 
Pentru a evalua funcţia / în punctul (x,y). flllosim dez-.-vltarea tn serie 
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y 

(x,y) 

f>O 
f>O 

o X 

Figura 8-19, 

Funcţia f ia valori pozitive 
de-a lungul tangentei într-un 

punct (xo,Yo) al curbei. 

Taylor a lui/ în jurul punctului (xo,Yo), în care ne oprim la termenii de 
gradul doi, deoarece derivatele lui f de ordin superior sînt nule: 

f (x,y) = f (xo,Yo) + (x-xo')/'x(xo,Yo) + (y-yo')f 'y(xo,Yo) + 

+½ (x-xo)1"".a(XoJ1o)+(x-xo)(y-yolf"xy(xoJ10)+½ (y-yo)2/"yy(XoJ'o), 

Deoarece (xo,Yo) este un punct pe curbă, iar (x,y) este un punct pe tangenta 
tn (xo,Yo), obţinem: 

f(x,y) = a1(x-xo)2 + a2(x:-xo)(y-yo) + a3(y-yo)2 • (4.14) 

în ipoteza Â > O, din relaţia (4.9) rezultă cil cel puţin una din derivatele 
parţiale f'x. /'y este nenulă în punctul (xo,Yo), Presupunînd f 'y(xo,Yo) ~ O 
(cazulf'x(xo,Yo) .a! O se tratează analog), din (4.13) şi (4.14) deducem: 

2 

f(x,y) = <;:;~ [a1(/'y)2 - a2f'xf'y + a3lf'x)2] , 

toate derivatele fiind considerate în (xo,Yo), Aplicînd în (xo,Yo) relaţia (4.9), 
valabilă tn orice punct al curbei, rezultă: 

Â(x-xo)2 
f(x,y) = 2 ~ O; f(x,y) = O o (x,y) = (xo,Yo). 

[f 'y(xo,Yo)] 

Rezultatul obţinut dovedeşte cil orice tangentă la o conicii nu intersectează 
curba într-un alt punct, diferit de punctul de tangenţă; de-a lungul 
tangentei în (x0,y0), funcţia/ ia valori strict pozitive, cu excepţia punctului 
(xo,Yo) de pe curbă (fig. 8--19). 

Reciproc, se poate arăta că dacă f(x,y) > O într-un punct (x,y) 
exterior curbei, atunci există un punct (xo,Yo) pe curbă pentru care relaţiile 
(4.14), şi prin urmare (4.13), sînt îndeplinite, ceea ce înseamnă cil dreapta 
care uneşte (x,y) şi (xo,Yo) este tangentă la curbă în (xo,Yo), 
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Am dovedit deci că dintr-un punct (x,y) exlerior curbei se poate duce 
o tangentă la curbă dacă şi numai dacă /1..X,Y) > O. Rezultă că funcţia . 
f(x,y) ia valori strict pozitive în exteriorul concavităţilor curbei (4.1), şi 
prin urmare valori strict negative în interiorul concavităţilor. ■ 

8.4.2. Ipoteze de lucru 
Vom considera, dacă este necesar, aproximări cu numere raţionale 

pentru coeficienţii a;, şi apoi vom amplifica ecuaţia/(x,y) = O cu cel mai 
mic numitor comun al acestora. Prin urmare, menţinînd problema într-un 
cadru suficient de general, putem să presupunem că în ecuaţia curbei 
f (x,y) = O coeficienţii ai, a2, •.• ,a6 sînt numere întregi, fără divizori comuni. 
În acest caz, func\ia f (x,y) ia valori întregi în punctele de coordonate 
(x,y) întregi, chiar dacă aceste puncte nu sînt situate pe curbaf(x,y) = O. 

Metoda de trasare care va fi dezvoltată în secţiunile următoare 
utilizează implicit ipoteza de echidistanţă orizontală şi verticală a 
punctelor rastrului, discutată în secţiunea 8.1. Dacă dimensiunile celulei 
elementare de rastru sînt în raportul /lx/ 6.y = Plq ;ii!: 1 (p, q întregi), pentru 
o trasare corectă se poate proceda în modul următor: se deduce ecuaţia 
curbei g(x,y) = O presupunînd că pasul rastrului în ambele direcţii este egal 
cu pasul efectiv pe orizontală; apoi, înainte de aplicarea algoritmului de 
trasare, se înlocuieşte ecuaţia g(x,y) = O cu: 

f(x,y) = p2gr,;Y) = O 

care are tot coeficienţi întregi şi permilc redarea corectă a propoqiilor. 
La fel ca în secţiunile precedente, vom căula o procedură incrementală 

de trasare a curbei, care să funcţioneze prin deplasări elementare pe 
orizontală, verticală sau în diagonală între punctele succesiv generate. 
Vom numerota de la O la 7 direcţiile posibile de deplasare de la un punct 
fix P la unul din cele 8 puncte vecine din rastru P;, i = o,'7 (fig. 8-20). 

Pa ~ P, 

..._ p 
o 

Figura 8-20, 

Direcţiile posibile de 
deplasare elementară de la un 
punct P la un puncl vecin din 

rastru, numerotate în sens 
trigonometric direct. 
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Pentru a putea deivolla o procedur~ eficienU de generart­
incrementală a curbei generale ( 4.1 ), vom face douf1 ipoteze rezona hi le: 

11 • Pentru două puncte (x1,Yi) şi (A'.2,Y2) relativ apropiate de curha 
ideală, se poate decide care dintre ele este cel mai apropiat prin 
compararea calllilă\ilor I/ (x1,Yi) I şi I/ (x2,Y2) 1- Prin urmare, YOlll 

considera că punctul cel mai apropiat de curbă este acela în can. 
funcţia f(x,y) este minimă în valoare absolută. 

12 • Dacă argoritmul de generare a efectuat o deplasare în direqia , 
înrrc două puncte succesive (x11 -1-Y11 -1) şi (x11 ,y11 ), atunci pentru 
următorul punct generat· (x11 +1,Y11 +1) trebuie să se efectueze o 
deplasare elementară în una din direcţiile i-l. i sau i+I (i-l~, 
i+l sînt considerate modulo 8). 

Ipoteza Ii nu corespunde întotdeauna realită\ii. De exemplu, s:1 

considerăm probfema trasării cercului f (x,y) = 322 x2 + 322 l - 1 J 32 = o. 
Curba ideală trece prin punctul (ll'.YJ2, O), care este mai apropiat de ( 4, O) 
decît de (3,0). Pc de altă parte, algoritmul construit pc baza ipotezd /1 "a 
genera punctul (3,0) în loc de (4,0), deoarece 
1/(3,0)I =3553< 1/(4,0)I =3615. Acest exemplu dovedeşte că teorema 
demonstrată în sec\iunile 8.3.1 şi 8.3.5 pentru cazurile cînd raza cercului 
este un număr întreg, respectiv semiîntreg, nu este valabilă dacă raza este 
un număr-.frae\ionar oarecare. 

Prin urmare, în ipoteza Ii, algoritmul nu va genera întotdeauna cca 
mai bună aproximare prin puncte din rasLru pentru curha ideală. Totuşi, 
în majoritatea situa\iilor intîlnite în practică condi\ia din ipoteza Ii este 
îndeplinită, iar în cazurile de execp\ie ca cel de mai sus, eroarea de plasare 
este minimă (cel mult un punct). Pe de altă parte, rezolvarea exactă a 
problemei plasării punctelor în toate cazurile implică în general rezolvarea 
unor ecua\ii de gradul doi pentru fiecare punct.generat; aceste opera\ii sînt 
prea complicate pentru un algoritm incremental eficient. 

Ipoteza Iz este o altă exprimare pentru regula de conexiune discretă 
prezentata în secţiunea 8.1. Din fig. 8-21 se observă că cercurile minime 
care îndeplinesc această condi\ie au diametrul de (aproximativ) J unită\i 
de rastru; rezultă că algoritmul de trasare, construit în ipoteza /2, nu va 

. b I b ă. . d A l 2 aproxima corect cur e c care au cur ur· mai marc cc1t -R . = 3. 
mm • 

Pentru o curbă de forma (4.1), curbura K(x,y) arc expresia (4.7) ~i 
depinde în general de punctul (x,y) considerat. Curbura K(r,y) atinge 
valoarea maximă dală de rela\ia (4.8) în vîrfurilc curbei. 
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.. 
. 

I•'igura 8-21. 

în ipoteza 12, cercurile minime care pot fi 
trasate au diametrul 3 . 

O posibilitate de a depăşi dificultă\ilc legate de curbură este să 
verificăm de la îm:eput condi\ia Kmax s Z3, folosind expresia ( 4.8 J. O altă 
posibilitate este să atenuăm restriqia con\inulă în ipoteza fi, pcrmi\înd 
algoritmului să efectueze schimbări de direqie de 90° între două deplasări 
elementare succesive. Evident, aceasrn schimbare în ipoteza h. conduce la 
complicarea algoritmului şi la scăderea cfidcn\ei în execu\ie, deoarece sînt 
necesare mai multe compara\ii în bucla principală pentru selectarea 
direc\ici optime de înaintare (sînt 2 posihilităV în plus fa\ă de cele 3 din 
ipoteza h,). 

Din punct de vedere practic, aceste precau\ii nu sînt necesare, 
deoarece curbele de excentricitate foarte marc, care nu îndeplinesc 
condi\ia Kmax s z.'3, se întîlnesc rar în aplica\iile reale. în plus, algoritmul 
de trasare proiectat în ipoteza Iz evoluează acceptabil în aceste situa\ii de 
excep\ie. 

Prin urmare, vom sacrifica exactitatea absolută în cazurile speciale şi 
degenerate, în favoarea cficicn\ei trasării pentru situa\iilc practice 
obişnuite, şi vom proiecta algoritmul de trasare pe haza ipotezelor Ii şi 

/2 expuse mai sus. 

8.4.3. Deducerea metodei de generare incrementală 
În cazul general în care conica nu degenereazl\ în două drepte 

concurente sau confundate, curba f(x,y) = O împarte planul în două sau 
trei domenii conexe, astfel încît func\ia / păstrează semn constant în 
interiorul fiecărui domeniu, şi ia valori de semne comrare în două domenii 
vecine (fig. 8-22). 

Prin urmare, în procesul de generare a unui arc de curbă, putem alege 
un sens de parcurgere astfel incit să avem în pcrmanen\ă f (x,y) < O la 
stînga direcţiei de înaintare şi/(x,y) > O la dreapta direqiei de înaintare. 
După cum se va dovedi în continuare, acest fapt permite simplificarea 
operaţiilor necesa're după fiecare punct generat, prin minimizarea 
numărului de compara\ii necesare pentru alegerea uncia din cele 3 
posibilităti de înaintare. . ' 

Să presupunem că algoritmul a generat punctul P = (x,y) după o 
deplasare elementară în direc\fa O, şi să analizăm cc opera\ii sînt necesare 
pentru alegerea punctului următor. Conform ipotezei Iz, există trei puncte 
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o 

f>O 

f<O 

.f<O 

Figura 8-22 . 

Funcţia/ ia valori de semne 
contrare de o parte şi de alta 

a curbei/(x,y) = O. 

candidat: Po = (x+l,y), P1 = (x+l,y+l) şi P1 = (x+l,y-1), cu notaţia din 
fig. 8-20. În baza ipotezei /1, vom alege pc acela în care funcţia/ arc cca 
mai mică valoare absolută. 

Această alegere reclamă un şir destul de lung de comparaţii în cazul 
în care semnele cantităţilor care se compară nu sînt cunoscute. Dacă alegem 
sensul de parcurgere a curbei astfel încît f (x,y) < O (> O) la stînga 
(respectiv dreapta) direcţiei de înaintare, atunci pentru alegerea unuia din 
cele 3 puncte candidat Po, Pi, P1 sînt necesare numai două comparaţii 
(numărul minim). Mai precis, vom considera următorul criteriu de alegere: 

f (P1) + f (Po) < O ~ se alege punctul P1; (4.15) 
f(P1) + f (Po) 2: O şi f (Po) + f (P1) s O ~ se alege punctul Po; 
f (Po) + f (P1) > O ~ se alege punctul P1 • 

Prin urmare, punctul P1 este ales printr-o singură compara\ie, fără examinarea 
valorii funcţiei în P1• Pentru a dovedi ncambiguitatea acestui criteriu, trebuie 
să arătăm că prima şi a treia condiţie nu pot fi îndeplinite în acelaşi timp. 

Să presupunem dccif(P1) + f(Po) < O,f(Po) + f(P1) >O.Din prima 
condiţie rezultă f(Po) < O; într-adevăr, dacă f (Po) 2: O, atunci Po este la 
dreapta curbei (sau pc curbă); cu atît mai mult P1 este la dreapta curbei 
~ f(P1) 2: O ~ f(P1) + f (Po) 2: O. 

Analog, din f(Po) + f(P1) > O deducem /(Po) > O; într-adevăr,_ 
f (Po) :SO ~ Po este la stînga curbei (sau pe curbă) ~ P1 este la stinga 
curbei~ f(P1) s O~ f(Po) + f(P1) s O. 

Contradicţia obţinută în privinţa semnului funcţiei f în punctul Po 
dovedeşte că prima şi a treia condiţie din (4.15) nu pot fi îndeplinite 
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simultan. Criteriul (4.15) este simetric, în sensul ca cele 3 condiţii de 
alegere pot fi testate în orice ordine. ■ 

Pentru justificarea criteriului (4.15), să considerăm cele 4 
configuraţii posibile de poziţionare relativă a punctelor Po, P1, P1 în raport 
cu traseul curbei ideale/(x,y) = O (fig. 8-23): 

Figura 8-23. 

Există 4 posibilităţi de 
trecere a curbei ideale printre 
punctele candidat Po, P1, P1. 

fn cazul din fig. 8-23a, toate cele 3 puncte candidat sînt plasate la 
stînga traseului curbei ideale (punctul P1 poate fi pe curbă); prin urmare, 
avem/ (Po) < O,f(P1) < O,f(P1) s O datorită modului de alegere a sensului 
de parcurgere a curbei. Criteriul (4.15) conduce, printr-o singură comparaţie, 
la alegerea punctului P1, care este evident opţiunea optimă în ipoteza 12• 

Curba din fig. 8-23b trece printre punctele Po şi P7, prin urmare în 
acest caz avem/ (Po) < O,f(P1) < O,f (P1) >O.Conform ipotezei /1, trebuie 
să alegem punctul P1 °<Iacă lf(P1)I < 1/(Po)I şi punctul Po dacă 
I/ (P1) I ~ I/ (Po) I- Semnele valorilor f (Po), f (Pi), f (P1) fiind cunoscute, 
aceste inegalităţi sînt echivalente cu f(P1) < - f(Po) şi respectiv 
f(P1) ~ - /(Po)- Deoarece f(Po) + f (P1) < O, rezultă că criteriul (4.15) 
asigură decizia corectă şi în acest caz, prin una sau două comparaţii. 

În situaţia din fig. 8-23c, curba ideală trece printre punctele Po şi 
P1 (Po poate fi pe curbă); în acest caz, avem f(Po) ~ O, f (P1) < O, 
f(P1) > O. Din ipoteza Ii rezultă că trebuie să alegem punctul Po dacă 
1/(Po)I s l/(P1)I şi punctul P1 dacil 1/(Po)I > lf(P1)1. Aceste inegalităţi 
sînt echivalente cu/(Po) s - /(P1), respectiv /(Po) > - f(P1). Deoarece 
f(P1) + f(Po) > O, rezultă cil criteriul (4.15) conduce la alegerea corectă cu 
ajutorul a două comparaţii. 

fn sfirşit, în situa\ia din fig. 8-23d, toate cele 3 puncte candidat sînt 
situate la dreapta traseului curbei ideale (punctul P1 poate fi pe curbă). În 
acest caz avem/(Po) > O,f(P1) ~ O,f(P1) >O.Prin urmare, criteriul (4.15) 
asigură decizia corectă de a alege punctul Pi, prin două comparaţii. ■ 
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Criteriul ( 4.15) este valabil dacă punctul Pa fost selectat în urma unei 
deplasări elementare în direcţia O; dar este evident că idcea-ec decizie este 
valabilă indiferent de direc\ia de înaintare. Prin urmare, criteriul (4.15) se 
poate generaliza în modul expus în continuare. 

Dacă punctul P a fost generat în urma deplasării elementare în 
direcţia i, atunci următorul punct generat este ales dintre P;- 1, P; şi P;+i, 

prin· testarea următoarelor condi\ii: 

f(P;-1) + f(P;) < O => se alege punctul P;-1 ; (4.16) 
/ (P;-1) + f (P;) 2:: O şi / (P;) + / (P;+i) :S O => se alege punctul P;; 
/(P;)+ f(P;+1) > O => se alege punctul P;+i 

(indicii i-1 şi i+l trebuie considcra\i modulo 8). 
Criteriul (4.16) reprezintă forma concretă cca mai simplă a 

principiului de generare incrementală cuprins în ipotezele /1 şi fi, cu 
presupunerea suplimentară că sensul de parcurgere a curbei a fost ales 
astfel incit/ (x,y) < O (> O) la stînga (respectiv dreapta) dircqici de înaintare. 

Aplicînd criteriul ( 4.16) pentru ecuaţia unei drepte, se ob\in rcla\iile 
care stau la baza algoritmului lui Brcscnham (seqiunca 8.2). De asemenea, -
particularizînd pentru cercurile cu raza număr întreg sau semiîntrcg şi 

analizînd separat fiecare octant, se dovedeşte uşor că criteriul general 
(4.16) este echivalent cu rela\iile (3.10), (3.14), (3.16), (3.18) care guvernează 
trasarea incrementală a cercurilor. Prin urmare, metoda de trasare bazată 
pe criteriul de decizie (4.16) este o generalizare natural~ a metodelor 
incrementale descrise în scqiunile anterioare pentru curbe mai simple. 

8.4.4. Relaţii de recurenţă. Bucla principală a algoritmului de 
generare 

Deoarece urmărim dezvoltarea unui algoritm incremental, 
presupunem cunoscută valoarea/ (x,y) a funcţiei într-un punct P şi căutăm 
expresii simple pentru valorile func\ici / în punctele imediat apropiate 
P;,i = o,1 (fig. 8-20). Dacă exprimăm toate valorile în funqic de 
coordonatele (x,y) ale punctului P şi notăm f;(x,y) = f (P;), i = o,"7, atunci 
din expresia de defini \ie ( 4.1) rezultă: 

f(Po) = fo(x,y) = f(x+l,y) = f(x,y) + (2L11x+azv+a4) + a1 (4.17) 

f(P1) = fi(x,y) = f(x+l,y+l) = f(x,y) + (2L11x+azY+a4) + 
+ (t12,t:+ 2a1v+a5) +a 1 +a2+a3 

f (Pi) = h(x,y) = f (x,y+l) = f (x,y) + (ait+2a1Y+a5) + a_i 

f(P3) = [J(x,y) = /(x-1,y+I) = f(x,y) - (2L11x+a2Y+t14) + 

+ (a2r+ 2a1}'+as) +a1 -a2+a3 
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f(P4) = f4(x,y) = f(x-1,y) = f(x,y) - (2t11x+a~•+a4) + a1 

f(Ps) = fs(x,y) = f(x-1,y-1) = f(x,y) - (2atx+azY+a4) -

- (aJt+2a3Y+as) +a1 +a2+a3 

f(P6) = /6(t,y) = f(x,y-1) = f(x,y) - (a2"+2t13Y+as) + a3 

f(P1) = h(x,y) = f(x+l,y-1) = f(x,y) + (2a1x+azY+a4) -

- (a:J,t+2a3}'+as) +a1-a2+a3. 

Dacă alegem ca variahile de stare counlonalele x,y ale punctului 
curent generat (care sînt şi variabile de adresare fizică) şi valoarea/(x,y) 
a func\iei în punctul curent generat, putem dczvolla un algoritm de trasare 
incrementală pc baza criteriului de decizie (4.16) şi a rela\iilor de 
recurenţă (4.17). Vor fi efectuale opera\ii de adunare. scădere şi înmulţire 
între numere întregi pentru fiecare punct generat. 

Operaţiile de înmulţire pot fi evitate în cazul unei alegeri mai atente 
a variabilelor de stare. Observăm că rela\iile de recurentă (4.17) pot fi 
exprimate mai simplu în funcţie de derivatele par\iale f x şif yale lui f în 
punctul P = (x,y), pc care Ic notăm fx, respectiv fy: 

fx(x,y) = f'x(x,y) = 2a1x + a'])' + O.ţ 
fy(x,y) = /'y(x,y) = aJt + 2a3Y + a5. 

(4.18) 

Funcţiile fx,/y fiind liniare, actualizările lor incrementale se exprimă 
numai prin operaţii de adunare şi sci\dcre, în cazul unei deplasări 
elementare între două puncte vecine: 

fx(Po) = fxo(x,y) = fx(x+1,y) = fx(x,y) + 2a1 
fy(Po) = fyo(x,y) = fy(x+1,y) = fy(x,y) + a2 
fx(P1) = fxi(x,y) = Jx(x+l,y+1) = fx(x,y) + 2a1 + a2 
fy(P1) = fYi(x,y) = »·(x+l,y+l) = fy(x,y) + a2 + 2a3 
etc. 

. (4.19) 

Este evident acum că trebuie să alegem ca variabile de stare valorile 
funcţiilor/, fx şi fy în punctul curent generat (x,y). Din (4.17) şi (4.19) 
rezultă formulele de modificare incrementală a acestor variabile de stare 
în cazul unei deplasări elementare în dircc\ia i, i = o,'7. Sînt necesare 
numai opera\ii de adunare şi scădere între numere întregi: · 

{
/o =f+fx+a1 
fxo = fx + 2a1 
!Yo = fy +a2• 

{ 
fi = / + /x + fy + al + a2 + t13 
fx1 = fx + 2a1 + a2 
IY1 = fy + az + 2a3 

(4.20) 
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{
Iz= f+fy+a3 
fx2 = fx +a2 
IY2 = IY + 2a3 

{
/3 = f - fx + fy + a1 - a2 + a3 
fx3 = fx - 2a1 + a2 
Jh = IY - a2 + 2a3 

{
/4 = /- fx + a1 
fx4 = fx- 2a1 
fy4 = IY- a2 

{ 
/s = f - fx - fy + a1 + a2 + a3 
fxs = fx - 2a1 - a2 
IYs = fy - a2 - 2a3 

{
/6 = f - fy + a3 
fx6 = fx-a2 
IY6 = IY- 2a3 

{
h = f+fx-fy+a1-a2+a3 
fx1 = fx + 2a1 - a2 
IY1 = Jy + a2 - 2a3 

(pentru simplitate, nu au mai fost figurate argumentele xi)' pentru func\iilc 
f, fx, fy, f;, fx;, fy;). 

Pe baza formulelor (4.20), se poate dezvolta uşor algoritmul de 
trasare incrementală în partea lui cea mai importantă, care este bucla 
principală de generare a punctelor. Pentru obţinerea eficicn\ei maxime, 
sînt necesare secvenţe separate pentru cele 8 deplasări elementare posibile 
Intre două puncte generate consecutiv. 

Deoarece curba reprezentată de ecua\ia (4.1) poate fi infinită 

(parabolă sau hiperbolă), dar spaţiul de afişare (ecranul display-ului) este 
finit, problema încadrării în fereastra de vizualizare (,,clipping") nu mai 
poate fi neglijată. Din acest motiv,_în secven\elc care implementează cele 
8 deplasări elementare posibile trebuie incluse teste de depăşire a limitelor 
ferestrei de vizualizare, corespunzătoare deplasărilor respective. 

Pentru definirea ferestrei de vizualizare, vom introduce 4 constante 
întregi xmin, ymin, xmax, ymax, precizate astfel: (xmin,ymin) este adresa 
punctului limită stînga-jos, iar (xmax,ymax) este adresa punctului limită 
dreapta-sus, reprezentabile în fereastra de vizualizare. In mod normal, 
xmin = O, ymin = O, xmar = xres-1, ymar = yres-1, unde xres, yres reprezintă 
rezoluţia ecranului în pixeli, pe orizontală, respectiv verticală. 

Numerele xmin, ymin, xmax, ymax reprezintă limitele domeniului de 
variaţie pentru variabilele de adresare fizică x,y. De exemplu, pentru un 
display cu rezoluţia de 1024x768 puncte, vom avea: 
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O = xmin s x s xmax = 1023 
O = ymin s y s ymax = 767 . 

După aceste precizări, prezentăm sct.."Vcnţele care implementează 
deplasările elementare în cele 8 direcţii, precum şi modificările corcs punză toarc 
ale variabilelor de stare/, fx, jy, aceste secvenţe constituie împreuna nucleul 
algoritmului de trasare incrementală a unei curbe plane de gradul doi. 

Secvenţa DO 

Deplasare elementară în direcţia O (la dreapta). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
dacă x = xmax, return. 

Pasul 2:x +- x + 1; 
fx +- fx + 2a1; 
fy +- fy + a2. 

Pasul3:'7 +- f + fx-fy + a1 - a2 + a3; 
fo +- f + fx + a1; 
dacă h + fo < O, atunci/ +- h şi salt la Sct..ven\a D7. 

Pasul 4: !1 +- f + fx + fy + a1 + a2 + a3; 
dacăfo + /1 s O, atunci[+- /o şi salt la Secvenţa DO. 

Pasul 5: f +- [1 şi salt la Secven\a Dl. 

În primul pas se generează efectiv un punct în mediul de afişare ş' se 
verifică condiţia de încadrare în fereastra de vizualizare. Subrutina plot! 
realizează o operatie în plus faţă de subrutinaplot, şi va fi precizată ulterior 
(secţiunea 8.4.6). ln Pasul 2 se actualizează variabilele de adresare fizică 
şi variabilele de stare fx şi fy, corespunzător deplasării elementare în 
dircctia O. în acest moment variabila/ este deja actualizată (la ieşirea din 
secven\a de deplasare anterioară). Paşii 3, 4 şi 5 implementează criteriul 
de decizie (4.15), pc baza relaţiilor de recurenţă (4.20) între variabilele de 
stare. înainte de trecerea Ia următoarea secvenţă de deplasare elementară, 
se actualizează variabila de stare f. 

Pentru celelalte direcţii, secvenţele de generare-deplasare se 
dezvoltă tn mod analog, după cum urmează: 
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Secvenţa D1 .--
Deplasare elementară în dircc\ia 1 (dreapta-sus). 

Pasul 1: call plot1 (x,y); 
dacii. x = xmax, rcturn; 
dacii. y = ymax, retorn. 

Pasu12:x „ x + 1,y „ y + 1; 
fx „ fx + 2a1 + a2; 
fy „ fy + az + 2a3. 

Pasul3:fo „ f+fx+a1; 
/1 +- 1 + fx + fy + a1 + a2 + a3; 
· dacii. /o + fi < O, atunci f „ fo şi salt la Secven\a DO. 

Pasul 4: Iz „ f + fy + a3; 
dacii.fi+ Iz :s O, atunci/+- / 1 şi sall la Sccven\a Dl. 

Pasul 5: f „ fz şi salt la Secvenţa D2. 

Secvenţa D2 

. Deplasare elementară în directia 2 (în sus). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
dacii. y = ymax, return. 

Pasul 2:y +- y + 1; 
fx +- fx + ni; 
fy+- fy+2aj. 

Pasul 3: /1 +- / + fx + fy + a 1 + 02 + a3; 
h „ f + fy + a-s, 
dacii.fi + f2 < O, atunci/+- / 1 şi salt la Sccvcn\a Dl. 

Pasul4:[3 +- f-fx+fy+a1 -a2+a3; 
dacăf2 + [3 :s O, atunci/+- h şi salt la Secvenţa D2. 

Pasul 5: / +- [3 şi salt la Secven\a D3. 

Secvenţa D3 

Deplasare elementari tn direcţia '3 (sttnga-sus). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
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dacă x = xmin sau y = ymax, retorn. 
Pasul 2: x „ x - 1, y „ y + 1; 

fx „ fx - 2a1 + a2; 
fy „ fy - a2 + 2a3. 

Pasul 3: h +- f + fj• + a3; 
/J +-f-fx+fy+a1 -a2+a3; 
dacă[2 + [3 < O, atunci/ .. h. şi salt la Secvenţa D2. 

Pasul~:/4 +- f-fx + a1; 
dacă/J + /4 s O, atunci/+- h şi salt la Sel.vcnţa D3. 

Pasul 5: f .. / 4 şi salt la Sel.ven\a D4. 

Secvenţa D4 

Deplasare elementară în direcţia 4 (la stînga). 

Pasul 1: call plot1 (x,y); 
dacă x = xmin, return. 

Pasul 2: x „ x - 1; 
fx ._ fx- 2a1; 
fy „ fy-a2. 

Pasul 3:[3 +- /- fx + fy + a1 - a2 + a:ţ; 
/4 +- I - fx + a1; 
dacă/3 + /4 < O, aton.ci/+- /J şi salt la Secvenţa D3. 

Pasul 4: fs +- f - fx - fy + a1 + a2 + a3; 
dacil/4 + fs s O, atunci/+- /4 şi salt la Sel.venţa D4. 

Pasul 5:/ +- fs şi salt la Secvenţa D5. 

Secvenţa D5 

Deplasare elementară în direcţia 5 (stînga-jos). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
dacă x = xmin, return; 
dacă y = ymin, return. 

Pasul 2: x +- x - 1, y +- y - 1; 
fx +- fx - 2a1 - ai; 
IY „ fy - a2 - 2a3-

Pasul 3:/4 +- /- fx + a1; 
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fs +- f - fx - fy + a1 + a2 + a3; 
dacă/4 + fs < O, atunci/+- / 4 şi salt la Secvenţa D4. 

Pasul 4:/6 +- f-fy + a3; 
dacă/5 + /6 s O, atunci/ .. fs şi salt la Secvenţa D5. 

Pasul 5: f +- /6 şi salt la Secvenţa D6. 

Secvenţa D6 

Deplasare elementară în direcţia 6 (în jos). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
dacă y = ymin, retorn. 

Pasul 2:y +- y - 1; 
fx „ fx-a2; 
fy „ fy-2a3. 

Pasul 3: fs „ f - fx - fy + a1 + a2 + a3; 
/6 „ f - fy + a3; 
dacă/s + /6 < O, atunci/ .. fs şi salt la Secvenţa D5. 

Pasul 4: h +- f + fx - fy + a1 - a2 + a3; 
dacă/6 + h s O, atunci/+- / 6 şi salt la Secvenţa D6. 

Pasul 5:/ .. h şi salt la Secvenţa D7. 

Secvenţa D7 

Deplasare elementară în direcţia 7 (dreapta-jos). 

Pasul 1: call plotl (x,y); 
dacă x = xmax sau y = ymin, retorn. 

Pasul2:x +- x + 1,y +- y-1; 
fx +- fx + 2a1 - a2; 
fy „ fy + a2 - 2a3. 

Pasul 3:/6 +- /- fy + a3; 
· h „ f + fx -fy + a1 - a2 + a~ 
dacă/6 + h < O, atunci/+- / 6 şi salt la Secvenţa D6, 

Pasul 4:/o „ f + fx + a1; 
dacă[?+ /os O, atunci/ .. h şi salt la Secvenţa D7. 

Pasul 5: f „ fo şi salt la Secvenţa DO. 
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Rutinele prezentate mai sus utilizează, în afară de variabilele de stare 
/, fx, fy şi variabilele de a<lres~re fizică x,y, încă 8 variabile auxiliare 
temporare f;,i = U:-,. Ace'SÎea pun în evidenţă modul de folosire a 
formulelor de deplasare incrementală (4.20) pentru actualizarea 
variabilelor de stare. De fapt, este suficientă o singură variabilă auxiliară, 
comună pentru toate cele 8 secvenţe, şi această posibilitate trebuie luată 
în considerare în cazul unei implementări concrete. De exemplu, secvenţa 
care realizează deplasarea elementară în direcţia O poate fi rescrisă într-un 
mod echivalent, cu ajutorul variabilei auxiliare t, în modul următor: 

I{ 

Secvenţa DO 

Deplasare elementară în direcţia O (la dreapta). 
Pasul 1: call plot1. (x,y); 

dacă x = xmax, return. 
:Pasul 2: x „ x + 1; 

fx „ fx + 2a1; 
fy „ fy+a2, 

Pasul 3: t „ f + fx + a1; 
f „ t - fy - a2 + a3; 
dacă/+t < O, atunci salt la Secvenţa D7. 

Pasul4:/ +- t + fy + a2 + aJ: 
dacă/+t > O, atunci salt la Secvenţa Dl. 

Pasul 5: f +- t şi salt la Secvenţa DO. 

în plus, secvenţa precedentă ilustrează posibilităţile de reducere a 
numărului operaţiilor aritmetice şi de atribuire necesare pentru 
implementarea deplasărilor incrementale. 

8.4.5. Trasarea unui arc de curbă 

În această secţiune prezentăm procedurile de trasare a unui arc de 
curbă de ecuaţie (4.1), pornind de la un punct (x,y) de intersecţie al curbei 
cu una din laturile ferestrei de vizualizare. Se presupune că sensul de 
parcurgere a arcului de curbă a fost ales astfel incit/< O (/ > O) la stînga 
(respectiv dreapta) direcţiei de înaintare. 

Procedurile de trasare a unui arc de curbă se bazează pe secvenţele 
de generare incrementală DO, Dl, ... D7 dezvoltate în secţiunea 8.4.4. La 
început, fiecare procedură de trasare trebuie să iniţializeze variabilele de 
stare/, fx, fy şi să aleagă direcţia primei deplasări elementare. Deplasările 

---------------------------231 



TRASAREA INCREMENTALĂ A CURBELOR DE GRADUL fN11I ŞI DOI ------­

ulterioare stnt efectuate tn cadrul secvenţelor DO, D1, ... D7, pînă ctnd se 
ajung_e la celălalt capăt al arcului de curbll, adică pînă cînd se înttlneşte 
din nou o margine a ferestrei de vizualizare. 

fn continuare descriem procedurile arc_up şi arc_upJev, care trasează 
un arc de curbl pornind de la un punct situat la marginea de jos 
()' = ymin) a ferestrei de vizualizare. fn acest caz, prima deplasare 
elementari poate. fi ln una din direcţiile O, 1, 2, 3 sau 4. Pentru alegerea 
direcţiei optime, 'poate fi aplicatl ideea cuprinsl în criteriul (4.16) de 
efectuare a pasului incremental. Mai precis, se calculează pe rînd sumele 
f (P;) + f (P;+ 1), pentru i = O, 1, 2, 3 şi se alege deplasarea în direcţia j, unde 
j este primul i pentru care f(P;) + f(P;+ 1) < O. fn acest caz-sînt necesare 
(maximum) 4 comparaţii, deoarece există 5 posibilitllţi de alegere. Acest 
principiu de decizie se bazează în mod esenţial pe ipoteza că/< O(> O) la 
stînga (respectiv dreapta) direcţiei de înaintare (fig. 8-24). 

Figura 8-24. 
Alegerea primei deplasllri 

elementare prin inspectarea 
direcţiilor posibile tn sens 

trigonometric direct. 

Criteriul de alegere de mai sus reprezintă de fapt generalizarea criteriului 
(4.16) pentru 5 puncte candidat. La fel ca·tn secţiunea 8.4.3, se poate obţine 
uşor o Justificare riguroasl analiztnd toate posibilitlţile de poziţionare 
relativi a punctelor candidat Po, Pi, P2, P3, P4 tn raport cu traseul curbei 
ideale. Procedura de trasare a unui arc de curbă descrisă în continuare se 
bazează pe metoda prezentat! mai sus de alegere a direcţiei iniţiale. 

~rocedura arc_up 

Trasarea unui arc de curbl pornind de la un punct (x,y) situat la 
marginea de jos a ferestrei de vizualizare (y = ymin). 

Pasul 1:/ • ai1' + a'},tY + a,g2+ a,4t + ag +a,; 
ft • 2atx + a71 + a4 • 

Pasul 2: /o • f + ft + a1 ; 

dacă f+fo i:!:: O, atunci salt la Pasul 3; 
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X4--X+1; 
f •fo; 
fx „ fx + 2a1. 

Pasul 3: dacii x < xmin, return; 
dacă x > xmax, return. 

Pasul 4: fy „ a']ţ + 2aJY + as ; 
drawn • .true. 

Pasul 5: fo „ f + fx + a1 ; 
/1 • f+fx+fy+a1 +a2+a3; 
dacii/o+ fi< O, atunci/ .. /o şi salt la Secvenţa DO. 

Pasul 6: h „ f + fy + a3 ; 
dacă fi+ h < O, atunci/ .. fi şi salt la Secvenţa Dl. 

Pasul 7: /3 „ f - fx + fy + a1 - a2 + a3 ; 
dacă[2 + [3 :SO, atunci/ .. h şi salt la Secvenţa D2. 

Pasul 8: /4 • f - fx + a1 ; 
dacil/3 + /4 :SO, atunci/• 13 şi salt la Secvenţa D3. 

Pasul 9: f .. / 4 şi salt la Secvenţa D4. 

]!rocedura are ca date de intrare coordonatele x,y ale punctului 
iniţial, care se calculează în programul principal (secţiunea 8.4.6) prin 
intersectarea curbei cu dreapta y = ymin. în Pasul 1 se iniţializează 
variabilele de stare/= f(x,y) şi fx = f'x(x,y). În Pasul 2 se efectuează o 
corecţie a valorii abscisei x, dat fiind cil valoarea iniţială este calculată în 
programul principal cu ajutorul funcţiei parte întreagă, deci cu 
aproxima\ie prin lipsă. Variabila x este incrementată dacă punctul 
(x+ 1,ymin) este mai aproape de curbă decît (x,ymin), ceea ce se detectează 
prin condiţia/ (x,ymin) + f (x+1,ymin) < O. În Pasul 3 se verifici! condiţiile 
de încadrare în fereastra de vizualizare pe orizontală, care nu sînt 
verificate în programul principal. în Pasul 4 se iniţializează variabila de 
stare fy = f 'y(x,y) şi se memorează în variabila logică globală drawn faptul 
cil un atc de curbă este efectiv generat. Rolul acestei variabile globale va 
fi precizat în secţiunea 8.4.6. Paşii 5, 6, 7, 8, 9 implementează criteriul de 
alegere a direcţiei iniţiale de deplasare expus mai înainte. 

Procedura arc_up funcţionează corect în cazul în carex1 sx, undex1 
este abscisa celui de-al doilea punct de intersecţie al curbei (4.1) cu 
orizontala y= ymin (fig. 8-24). Chiar dacă cele d~uă puncte de intersecţie 
(dacă acestea există) sînt foarte apropiate sau coincid din cauza aproximărilor 
la numere întregi, procedura arc_up selectează direcţia iniţială corectă. 

Pe de altă parte, dacă al doilea· punct de intersecţie este la dreapta 
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punctului (x,ymin), ca în fig. 8-25, procedura arc_up este inoperantă în 
cazul cînd cele două puncte de intersecţie sînt foarte apropiate. în această 
situaţie este necesară examinarea celor 5 posibilităţi în ordine inversă, 
adică în sens trigonometric invers. Prin urmare, procedeul corect de 
alegere a direc\iei ini\iale constă în a calcula pe rînd sumele 
f (P;) + f (P;-1), pentru i = 4, 3, 2, 1, şi a selecta direcţia iniţialăj, undej este 
primul (cel mai mare) i pentru care f(P;) + f(P;-1) > O; acest criteriu de 
decizie se concretizează în procedura arc_upJev descrisă în continuare. 

f>O Figura 8-25. 

P.a P, • • Pa _....__._-+t1_a---c'--+-----y-y171,in 

Alegerea primei deplasări 
elementare prin examinarea 
direcţiilor posibile în sens 

trigonometric invers. 

Procedura arc_up_rev 
W •- 11111 ftlll._ __,IIIMll'IIIIII _.. __ -&:i&W & ._.___. - - ~..-

Trasarea unui arc de curbă pornind de la un punct (x,y) situat la 
marginea de jos a ferestrei de vizualizare (y = ymin). 

Pasul 1: f .- a1:? + a-iţy + a-§2 + a,4t + a5Y + a6; 

fx .- 2a1x + a'lY + a4. 

Pasul 2:fo .- f + fx + a1; 

dacăf+fo ii!: O, atunci salt la Pasul 3; 
x.-x+l; 
f.-fo; 
fx .- fx + 2a1 • 

Pasul 3: dacă x < xmin, return; 
dacă x > xmax, return. 

Pasul 4: fy .- aat + 2a3}' + as ; 
drawn .- .true. 

Pasul 5:/4 .- f- fx + a1; 

h .- f - fx + fy + a1 - a2 + a3 ; 

dacăf4 + {3 > O, atunci{.- f4 şi salt la Secvenţa D4. 

Pasul 6: fz .- f + fy + a3 ; 

dacă{3 + fz > O, atunci/.- {3 şi salt la Secvenţa D3. 
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Pasul 7: fi +- f + fx + fy + a1 + a2 + a3 ; 

dacăfz +fi~ O, atunci/+- Iz şi salt la Secvenţa D2. 

Pasui.'8:/o _+- f + [x + a1; 
dacă.fi+ /o~ O, atunci/+-- fi şi salt la Secvenţa Dl. 

~asul 9: f ~·10 şi salt la Secvenţa DO. 
Proced~rile arc_up şi arc_up_rev se referă la un arc de curbă care 

porneşte de·1a marginea de jos a ferestrei. Pentru fiecare din celelalte 3 
margini sînt necesare cite două proceduri: arc_down şi arc_down_rev pentru 
marginea de sus, arc_right şi arc_right_rev pentru marginea din stînga, 
arcJeft şi arc_left_Jev pentru marginea din dreapta. Aceste proceduri se 
construiesc în mod asemănător şi nu mai sînt detaliate aici. Precizăm 
numai că procedurile arc_down, arc_right şi arcJeft analizează direcţiile 
posibile pentru prima deplasare elementară în sens trigonometric direct, 
după cum urmează: 

• arc_ down - direcţiile 4, 5, 6, 7, O; 
• arc_right- direcţiile 6, 7, O, 1, 2; 
• arc_left- direcţiile 2, 3, 4, 5, 6. 

Analog, procedurile arc_down_rev, arc_right_rev, arc_left_rev analizează 
direcţiile posibile ale primei deplasări în sens trigonometri_c invers: 

• arc_down_rev- direcţiile O, 7, 6, 5, 4; 
• arc_rightJev- direcţiile 2, 1, O, 7, 6; 
• arc_leftJev- direcţiile 6, 5, 4, 3, 2. 

8.4.6. Trasarea curbei generale de gradul doi 

Sîntem acum în măsură să abordăm rutina principaUl de trasare a 
unei curbe conice,.reprezentată analitic printr-o ecuaţie de forma (4.1). 
Structura algoritmului general de trasare este destul de simplă, şi cuprinde 
în principal următoarele trei faze: 

1) La început se calculează cantităţile c5, li după formulele (4.2), şi se 
separă trasarea conicelor degenerate (li= O). După cum se va arăta în 
secţiunea 8.4.7, în multe cazuri particulare de degenerare algoritmul 
principal de trasare funcţionează corect; totuşi, există situaţii ctnd trasarea 
curbelor degenerate trebuie abordată separat. 

Pentru algoritmul principal de trasare se asigură condiţia li > O, 
eventual printr-o schimbare generală de semn a coeficienţilor a;,~ = "[,6. 

2) În faza cea mai importantă a algoritmului, care începe cu Pasul 3, 
se calculează toate intersecţiile curbei ( 4.1) cu laturile ferestrei de 
vizualizare. Funcţia f (x,y) fiind de gradul doi în x şi y, curba f(x,y) = O 
intersectează fiecare latură a ferestrei în O, 1 sau 2 puncte; în total pot 
exţsta maximum 8 puncte de intersecţie (fig. 8-26). 
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f=O Figura 8-26. 

"{ Pot exista maximum 8 puncte de 

f<O ) intersecţie ale conicei ( 4.1) cu 
marginile ferestrei 

3 I dreptunghiulare de vizualizare, şi 
~ ~ 

/ maximum 4 arce de curbl tn 

--- interiorul ferestrei, care stnt 
trasate în ordinea indicată. 

Pentru fiecare punct de intersecţie, se cercetează semnul func\iei/la 
dreapta arcului de curbl care porneşte din acest punct, şi este orientat spre 
interiorul ferestrei. Dacă f < O la dreapta curbei, atunci punctul de 
intersecţie este neglijat, deoarece arcul de curbă trebuie trasat începtnd de 
la celălalt caplt, care corespunde altui punct de intersecţie. Daci f > O la 
dreapta curbei, atunci arcul de curbl care porneşte din punctul de intersecţie 
respectiv este trasat cu ajutorul uneia din procedurile dezvoltate în secţiunea 
8.4.5. ln cazul în care există două puncte de intersecţie, unul şi numai unul 
dintre acestea îndeplineşte condiţia de mai sus cu privire la semnul luif. 

Modul de calculare a punctelor de intersecţie ale curbei ideale cu 
marginile ferestrei de vizualizare necesită o analiză atentă, pentru a evita 
erorile de plasare care pot rezulta din structura discretă a mediului de 
afişare. Ne vom referi la intersecţia cu marginea de jos (y = ymin), pentru 
celelalte margini problema rezolvîndu-se în mod analog. 

Pentru a determina abscisele punctelor de intersecţie ale curbei 
f(x,y) = O cu dreapta y = ymin, se calculea1..I aproximări întregi prin lipsă 
pentru rldlcinile ecuaţiei în x: 

f(x,y) + f(x,y-1) = 2aix2 + a~(2y-1) + a3(2j-2y+t) + (4.21) 

+ 2a,sJ + as(2y-1) + 2a6 = O 

unde y = ymin. Această condiţie conduce la rezultatul corect, spre deosebire 
de ecuaţia teoretici f (x,ymin) = O, în spaţiul discret de afişare în care 
interesează numai coordonatele întregi ale punctelor generate. De exemplu, 
tn cazul ilustrat tn fig. 8-27 în care curba intersectează orizontala sub un 
unghi foarte ascuţit, ecuaţia (4.21) conduce la adresa x a primului punct 
generat, care nu coincide cu abscisa punctului teoretic de intersecţie. 

Ecuaţia (4.21) este o consecinţă a faptului ci f(x,ymin) + 
+ f(x,ymin-1) < O (respectiv > O) pentru toate punctele (x,ymin) mai 
apropiate (respectiv mai depărtate) de curbl dcctt (x,ymin-.1). În cazul limită 
în care/(x,ymin) + /(x,ymin-1) = O, avem/(x,ymin) = - / (x,ymin-1), ceea 
ce tnseamnl că punctele (x,ymin) şi (x,ymin-1) stnt (aproximativ) egal 

236 ---------------------------



---------------- Generarea incrementală a curbelor de gradul 2 

Figura 8-27. 

Ecuaţia (4.21) furnizează abscisa 
x a primului punct generat, care 

nu coincide întotdeauna cu 
abscisa x' a punctului teoretic de 

intcrsec\ic (în aproximaţie 
întreaga). 

departate de curba ideală, în conformitate cu ipoteza / 1 discutata în secţiunea 
8.4.2. Prin urmare ecuaţia (4.21) fumizează direct adresax incepînd de la care 
punctele care trebuie generate intra în fereastra (eventual cu o eroare de un 
punct spre stînga, datorită aproximării prin lipsă). 

Dacă curba/ (x,y) = O intersectează orizontala y = ymin sub un unghi 
apropiat de 90°, atunci ecuaţia (4.21) conduce la acelaşi rezultat ca ecua\ia 
f(x,ymin) = O (în aproximaţie întreaga). 

Condiţia (4.21) este în particular foarte adcc..vată pentru cazurile în 
care curba/ (x,y) = O este aproape tangenta la dreapta y = ymi11. În aceste 
cazuri, ecuaţia (4.21) nu are solu\ii dacă toate punctele care trebuie 
generate sînt în interiorul ferestrei de vizualizare. De exemplu, parabola 
f(x,y) = (x-10)2-12y-4 = O intersecteazA axa y = O în punctele (8,0) şi 
(12, O); pe de alta parte, ecuaţia f (x, O) + / (x, -1) = 2(x-10)2+4 = O nu are 
soluţii, în conformitate cu faptul că nici unul din punctele din rastru care 
trebuie generate nu coboară sub axa y = O (fig. 8-28). Acest fapt va avea 
ca rezultat trasarea fntregii curbe printr-un singur arc, pornind de la unul 
din punctele de in'tersecţie cu celelalte margini y = ymax , x = xmin sau 
x =xmar. 

FE+ f f RJ.-· 
:i:-B 7 8 9 10 11 12 113 14 

J.t,igura 8-28, 

Parabola (x-10)2-12y-4 = O 
intersectează axa y = O, dar toate 

punctele generate au ordonate y i!: O. 

3) În faza a 3-a, care începe cu Pasul 17 al algoritmului, se trasează 
curbele care nu intersecteazA marginile ferestrei de vizualizare: cercuri sau 
elipse complet incluse în fereastra. Această situaţie se detectează prin 
condiţia drawn = false Variabila logică globală drllwn, iniţializata cu 
valoarea false. în faza 1, ia valoarea .irue. dacă cel pu\in un arc de curba 
este efectiv generat în faza 2. 

Cercurile şi elipsele complet incluse în fereastră se trasează în modul 
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Figura 8-29. 

Trasarea curbelor complet 
incluse în fereastra de 

vizualizare. 

următor (fig. 8-29): se calcuţează ordonata Yc a centrului curbei, după 
formula (4.23), apoi se calculează abscisele x1,x2, x1 :S x2 ale punctelor de 
intersecţie ale curbei cu orizontalay = Yc, iar în final se apelează procedura 
arc_up pentru· trasarea efectivă, începtnd cu punctul de intersecţie din 
dreapta (x2,Yc)-

în acest caz, procesul iterativ de generare a punctelor se termină 9u pă 
parcurgerea completă a curbei închise, deci atunci cînd se ajunge din nou 
la primul punct generat. înainte de începerea trasării, adresa primului 
punct generat se memorează cu ajutorul variabilelor xinit,yi11it. Condiţia de 
terminare a trasării este testată în rutina plotl, care este apelată pentru 
generarea efectivă a fiecărui punct, şi care este descrisă în continuare. 
Variabila logică second, iniţializată la valoarea false. la intrarea în faza a 
3-a a algoritmului, este utilizată în rutina plotl pentru oprirea trasării 
atunci cînd se ajunge a doua oară la adresa (xinit,yinit). 

Rutina plot1 (x, y) 

Generează un punct pe ecran, la adresa (x,y). În cazul trasării 
curbelor închise incluse în fereastra de vizualizare, efectuează testul de 

, terminare a trasării prin compararea adresei curente (x,y) cu adresa 
(xinit,yinit) a primului punct generat. 

Pasul 1: Dacă x ;t: xinit, salt la Pasul 2; 
dacă y ;t: yinit, salt la Pasul 2; 
dacă second = .true., atunci stop; 
second ~ Jrue. 

Pasul 2: call plot (x,y); 
return. 
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Rutinap/otl este utilizată şi în faza a 2-a a algoritmului, cînd terminarea · 
trasării unui arc de curbă se detectează într-un mod diferit, şi anume prin 
depăşirea marginilor ferestrei de vizualizare (sec\iunea 8.4.4). Pentru a 
preveni terminarea prematură a trasării datorită testului din rutina plotl, 
variabilele xinit,yinit se iniţializează cu adresa unui punct imposibil de atins 
(de exemplu, xinit = xmin-1, yinit = ymin-1) la intrarea în faza a 2-a. 

După aceste pregătiri, sîntem în măsură să construim modulul 
principal al algoritmului de trasare a curbelor conice plane, reprezentate 
printr-o ecuaţie de gradul doi de forma generală (4.l). Alte precizări stnt 
adăugate în cuprinsul algoritmului şi marcate cu semnul,,•"· 

Algoritmul D 

Trasarea incrementală a unei curbe plane de gradul doi, de ecuaţie 
f(x,y) = a}t" + a7,X-Y + a'!j2 + a,4t + ag + a6 = O. Date de intrare: 
coeficienţii a;, i = I:'6 şi marginile ferestrei de vizualizare xmin, ymin, 
xmax, ymax (toate sub formă de numere întregi). 

Pasul 1: 
• Faza 1: iniţializări 

c5 +- a~ - 4a1a3; 

li .- a1a~ + a:JDl - D'Jfl4'Js + aţ/J ; 
dacă /l = O, trasează conică degenerată 

• a se vedea secţiunea 8.4.7; 
dacă /l > O, salt la Pasul 2; 
a;+- -a;pentrui=I:'6; 
/l+--/l 

• a fost asigurată condiţia li > O. 

Pasul 2: xinit +- xmin-1, yinit +- ymin-1 ; 
drawn +- false. 

Pasul 3: 
• Faza a 2-a: trasarea curbelor care intersectează marginile ferestrei 

de vizualizare. Sînt trasate pe rînd toate arcele de curbă 
neîntrerupte care sînt incluse în fereastră. 

Dacă a1 ~ O, salt la Pasul 6. 

Pasul 4: 
• Curba intersectează cel mult într-un punct marginile de jos şi de 

sus ale ferestrei 
y +- ymin; 
dacă a2(2y-1)+2a4 = O, salt la Pasul 5 
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• În acest caz,f(x,ymin) + f(x,ymin-1) nu se anuleal.ă, deci curba nu 
traversează orizontala y = ymin ; 

a3(2y2-2y+ 1) +as(2y-1) + 2a6 
X • - a2(Zy-l)+2a4 

• Abscisa punctului de intersecţie, calculată din ecuaţia 
f(x,ymin) + f(x,ymin-1) =O.Toate intersec\iile se calculeazA prin 
aproximare la numere întregi prin lipsă, dar acest aspect nu este 
exprimat explicit; 

dacă a1(2x+ l)+a:Q+a4 < O, salt la Pasul 5 

• trasarea efectivă are loc numai dacă f > O la dreapta direcţiei de 
înaintare, ceea ce tn acest caz este echivalent cu/ (x+l,y) > f(x,y); 

call arc_up. 
Pasul 5: y „ ymax; 

dacă a2(2y+1)+2a4 = O, salt la Pasul 10 
• f(x,ymax) + f (x,ymax+l) .ie O, deci curba nu traversează orizontala 

y =ymax; 

a3(2y2 + 2y+ 1) +as(2y+ 1) + 2a6 
x .. - a2(2y+l)+2a4 

• abscisa punctului de intersecţie rezultă din ecuaţia 
f (x,ymax) + f (x,ymax+ 1) = O; 

dacă a1(2x+l)+a:Q+a4 > O, salt la Pasul 10 
•/>O la dreapta direcţiei de înaintare o/(x+l,y) <f(x,y); 

call arc_ down ; 
salt la Pasul 10. 

Pasul 6: 
• Curba intersectează marginile de jos şi de sus în cel mult două puncte; 

y +- ymin; 

D +- [a2(2y-1)+2a4]2 - 8a1[a3(Zy2-2y+l)+a5(2y-1)+2a6]; 
dacă D < O, salt la Pasul 8 

• ecuaţia/(x,ymin) + f(x,ymin-1) = O nu are rădăcini reale; 
- [a2(2y-1)+2a4] - vlJ - [a2(2y-1)+2a4] + vlJ. 

xi „ 4a1 'x2 „ 4a1 ' 
dacă x1 > x2, atunci t +- x1, x1 • x2, x2 +- t 

• au fost calculate rădăcinile x1,x2,x1 :sx2 ale ecuaţiei 

f(x,ymin) + f(x,ymin-1) = O, care sînt abscisele punctelor de 
intersecţie cu orizontala y = ymin ; 

dacă a1(2x2+l)+a7Y+a4 < O, salt la Pasul 7 
• pentru arcul de curbă care porneşte din {x2,y), f > O la dreapta 

240 --------------------------



---------------- Generarea incrementală a curbelor de gr.1dul 2 

direcţiei de înaintare o /(xz+l,y) > f(x2,y); 
X +- X2; 

call arc_up 
• conform situa\ici din fig. 8-24; 

salt la Pasul 8. 

Pasul 7: x +- x1 ; 
call arc_ up _Jev 

• conform situaţiei din fig. 8-25. 

Pasul 8: y +- ymax; 

D +- [a2(2y+1)+2a4]2 - 8a1(a3(2y2+2y+l)+as(2y+1)+2a6]; 
dacii D < O, salt la Pasul 10 

• ecuaţiaf(x,ymax) + f(x,ymax+l) = O nu are rădăcini reale; 

- [a2(2y+1)+2a4] - vI5 - [a2(2y+1)+2a4] + ,/IJ. 
Xt +- 4a1 ,Xz +- 4a1 ' 

dacă x1 > x2, atunci t +- xi, xt +- x2, x2 +- t 

• au fost calculate rădăcinile x1,x2,x1 sx2 ale ecua\iei 
f(x,ymax) + f(x,ymax+l) = O, care sînt abscisele punctelor de 
intersecţie cu orizontala y = ymax ; 

dacă a1(2t2+l)+a:7Y+a4 < O, salt la Pasul 9 
• pentru arcul de curbă care porneşte din (x2,Y), f > O la dreapta 

direcţiei de înaintare o f(x2+l,y) <f(x2,y); 
X +- Xt; 
call arc_ down ; 
salt la Pasul 10. 

Pasul 9: x +- x2 ; 
call arc_down_Jev. 

Pasul 10: 
• Se calculează acum intersecţiile cu marginile verticale ale ferestrei 

de vizualizare. 
Dacă a3 .i! O, salt la Pasul 13. 

Pasul 11: 
• Curba intersectează cel mult într-un punct marginile din sttnga şi 

din dreapta; 
x +- xmin 
dacă a2(2t-1)+2as = O, salt la Pasul 12; 

a 1 (2t2-2t+ 1) +a4(2t- l) + 2a6 
Y +- - a2('zi-1)+2as 

• ordonata punctului de intersecţie, calculată din ecua\i:t 
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f (xmin,y) + f(xmin-1,y) = O: 
dacă a3(2y+l)+a;at+as > O, salt la Pasul 12 

• trasarea efectivă arc loc numai dacă f > O la dreapta direcţiei de 
înaintare, ceea cc în acest caz este echivalent cuf(x,y+J) <f(x,y); 

call arc_right. 
Pasul 12: x +- xmax; 

dacă a2(2r+1)+2as = O, stop; 

a1(2r2+2r+ 1 )+a4(2r+ l )+2t16 
Y +- - a2(2r+1)+2as 
dacă a3(2y+l)+a2K+a5 < O, stop; 
call arcJeft; 
stop 

• 

• în acest caz algoritmul nu mai intră în faza a 3-a, în care sînt 
trasate numai curbe de tip eliptic, deoarece a1 :;o!: O, a3 c;1:. O pentru 
acest gen de curbe. 

Pasul 13: 
• Curba intersectează marginile din stînga şi din dreapta în cel mult 

două puncte 
x +- xmin 

D +- [a2(2r-1)+2as]2- 8a3[a1(2r2-2r+l)+a4(2x-1)+2a6]; 
dacă D < O, salt la Pasul 15; 

- [a2(2r-1)+2as] - ,fJ5 - ["2(2r-1)+2as] + ,fJ5. 
Yl +- 4a3 ,Y2 +- · 4a3 • 

dacă Yl > Y2, atunci t +- yi, Y1 +- Y2, Y2 +- t; 
dacă a3(2y2+l)+a~+as < O, salt la Pasul 14; 
Y +- Y1; 
call arc _right; 
salt la Pasul 15. 

Pasul 14:y +- y2; 
call arc_righl_!ev. 

Pasul 15: x +- xmax; 

D +- [a2(2r+1)+2asJ2- 8a3[a1(Zr2+2r+l)+a4(2r+1)+2a6]; 
dacă D < O, salt la Pasul 17; 

- [a2(2t+1)+2as] - ,f]J - [a2(2r+1)+2tz5] + ,fTJ 
Y +- - ... • 1 4'Î3 tJI, 4a3 • 

dacă Y1 > Y2, atunci , +- yi, 11 „ Y2, Y2 „ I; 
dacă a3(212+l)+aJt+a5 < O, salt la Pasul 16; 
y +- y2; 
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call arc _left; 
salt la Pasul 17. 

Pasul 16: y +- Y1 ; 
call arc _left Jev . 

Pasul 17: 
• Faza a 3-a: trasarea curbelor închise de tip eliptic, care sînt 

complet incluse în fereastra de vizualizare 
Dacii drawn = .true., stop 

• cel puţin un arc de curbă a fost trasat în faza a 2-a; 
dacii d ~ O, stop 

• curba este de tip hiperbolic sau parabolic, exterioara ferestrei de 
vizualizare; 

2a1as-a:ia4 
y „ c5 

• ordonata centrului curbei de tip eliptic, care este şi ordonata 
primului punct generat; 

dacii y < ymin sau y > ymax, stop 
• curba este exterioară ferestrei; 

D +- (a2Y+a4)2 - 4a1(a:i+a5Y+a6); 
dacii D < O, stop 

• în acest caz ecuaţia nu reprezintă o curbă reală; 
- (a:Q+a4) - ..fI5 - (a:Q+a4) + ..fI5 

X1 +- 2a1 'X2 +- 2a1 ; 
dacă X1 > X2, arunci t +- Xi, Xt +- X2, X2 +- t 

• au fost calculate intersecţiile (x1,Y) şi (x2,Y), x1 s x2 ale curbei cu 
orizontala care trece prin centru - fig. 8-29; 

dacii x2 < xmin sau x2 > xmax, stop 
• curba este exterioară ferestrei, desi centrul curbei este în interiorul ei; 

dacii .i1 ;if x2, salt la Pasul 18; 
call plot (x2,Y) 

• în acest caz curba este aproximata printr-un singur punct; 
stop. 

Pasul 18: x +- x2 
• se porneşte de la punctul de intersecţie din dreapta - fig. 8-29; 

f +- a1x2 + a-i,ry + a~2 + a4,t + a5Y + a6; 
fx +- 2a1x + a:Q + a4 ; 
/o +- / + fx + a1 ; 
dacii/+/o < O, atuncix +- x + 1 

• corectare a poziţiei punctului ini\ial, asemlnătoare cu cea 
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efectuali la începutul procedurii arc_up; 
xinit „ x, yinit +- y 

• se memorează adresa primului punct generat; 
second +- false.; salt la procedura arc_up 

• pentru curbele închise, momentul terminlrii procesului de 
generare se detectează tn rutina plotl, atunci ctnd se ajunge a doua 
oarl la adre.,a ~it, yinit). 

8.4. !· Curbe degenerate 
După cum s-a dovedit tli secţiunea 8.4.1, daci A= O, ecuaţia (4.1) nu 

reprezintă o curbă propriu-zisă; ea se descs,mpune tn două ecuaţii de 
gradul tntti cu coeficienţi tn general complecşi, care reprezintă două-drepte 
plane tn cazul ctnd toţi aceşti coeficienţi sînt reali. Algoritmul de trasare 
dezvoltat tn secţiunile precedente funcţioneazl corect şi poate fi aplicat 
pentru cazurile de degenerare ctnd cele două drepte sint paralele sau se 
intersectează tn afara ferestrei de vizualizare. Daci dreptele sint 
concurente tn interiorul ferestrei, algoritmul general funcţionează aproape 
corect, tn sensul ci apar neliniaritlţi de cUeva puncte tn vecinltatea 
punctului de intersecţie (fig. 8-30). 
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' ---+ --+ --+ --+ 
~ 

~ 
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:r=tO 

I 
po 
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Figura 8-30. 

Rezultatul aplicării 
v-10 algoritmului general de trasare 

pentru curba degenerată 
f(x,y) =xy- lOr - 1~ + 100 = 

= (x-10) ()'-10) =O.Punctul 
(10, 10) este generat de două ori. 

Algoritmul nu poate fi aplicat pentru trasarea curbelor degenerate în 
doul drepte confundate (de exemplu f(x,y) =t" - 2ty + j = (x-y)2 = O), 

_ deoarece nu poate fi asigurata condiţia/ (x,y) < O la sttnga direcţiei de 
tnaintare. 

Pentru trasarea corectl a curbelor degenerate este posibili şi o altă 
metodl, care se impune tn cazurile to care cele două drepte slot confundate 
sau concurente to interiorul ecranului: se calculează coeficien\ii ecuaţiilor 
celor doul drepte, tn funcţie de coeficienţii ecuaţiei iniţiale (4.1), şi se 
aplici de doul ori algoritmul general de trasare pentru cele două ecuaţii 
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ob\inute. Este evident cil algoritmul poale fi aplicat pentru trasarea unei 
drepte (a1 = a2 = a3 = O), cu condiţia ca ceilal\i coeficien\i a4, as, a6 să fie 
tntregi sau raţionali. După cum se va arăta tn continuare, există cazuri 
particulare de degenerare cînd cele două drepte au coeficienţi iraţionali; 
tn aceste cazuri este necesară înlocuirea prealabilă a coeficienţilor 
iraţionali prin aproximări raţionale suficient de precise. 

În continuare prezentăm o analiză mai detaliată a cazurilor de 
degenerare a curbelor plane de gradul doi, cu deducerea expresiilor 
analitice ale celor două drepte componente; nu mai insistăm asupra 
detaliilor algoritmului de trasare pentru fiecare caz to parţe, care nu ridici 
probleme de implementare deosebite. 

Condiţia necesară şi suficientă de degenerare este (secţiunea 8.4.1): 

(4.22) 

Cazul 1. d = ai - 4a1a3 ;I! O. fn acest caz conica are centru unic, de 
coordonate: 

(4.23) 

şi trece prin centru: se poate arăta că din (4.22) şi (4.23) rezulUl 
f(xc,Yc) = O (centrul reprezintă de fapt punctul de intersecţie a celor doull 
drepte componente). Deoarece avem: 

f (x+..tc,Y+Yc) = ait" + O'],ty + a'ff' + (2a1xc+a2,Vc+a4)t + 

+ (a:aic+2al}'c+as)y +f(xc,Yc) = 

= aix1' + a-;ţy + a'3Y2 , 

rezultă ci ecuaţia curbei se poate scrie sub forma: 

f (x,y) = a1(x-xc)2 + a2(x-xc)CY-Yc) + a3(y-yc)2 = O. (4.24) 

1.1 • Dacă d = ai- 4a1a3 < O, atunci ecuaţia (4.24) nu poate fi 
satisfăcută decît pentru x = Xc, y = Yc• Prin urmare, tn acest caz 
conica se reduce la un singur punct (xc,Yc), ale cărui coordonate 
sînt date de formulele (4.23). 

1.2 • Dacă d = ai - 4a1a3 > O, atunci conica se reduce la două d~epte 
concurente, de ecuaţii: 

(4.25) 
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(a2±v'o)t+2al}'+ (as+ a7P~-::Jil4) = O 

în care semnul din faţa lui v'o trebuie ales astfel incit să 
corespundă cu semnul efectiv al coeficientului a2 (a se vedea 
secţiunea 8.4.1). 

Cazul 2, d = a~ - 4a1a3 = O. Conica nu are centru unic. RezuWI în 
primul rtnd că a1 şi a3 au acelaşi semn, deci putem presupune a1 2: O, 
a3 2: O (eventual, este necesară o schimbare generală de semn a 
coeficienţilor, în faza iniţială). 

Din /1 = O, d = O deducem succesiv următoarele relaţii între 
coeficienţi: 

a1aj + aJ(l~ - a'}fJ4ll5 = O => a1aj + aJll~ = a2a4a5 ; 

(a'}/l5 - 2aJ04)2 = a~i + 4aţaa - 4a:zti3'l4a5 = 
= 4a1aJ0i + 4ajaa - 4a3(a1a3 + aJQa) = o => 

=> Q'}/l5 = 2a3'l4 ; 

(a:za4 - 2a1as)2 = a~¾ + 4ata3 - 4a1a2a4a5 = 
= 4a1aJll¾ + 4aţaj- 4a1(a1ai + aJlla) = O => 

=> a:za4 = 1.a1as • 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

2.1 • Dacă a1 ~ O, adică a1 > O, ecuaţia/ (x,y) = O se poate scrie sub 
forma echivalentă: 

22 t · 4a1x + 4a1a2XY + 4a1alY + 4a1a4f + 4a1a5Y + 4a1a6 = O => 

=> 4aţr2 + 4a1aixy + a~2 + 4a1a,.r + 2a-za4Y + 4a1a6 = O => 

=> (2a1x + a7Y)2 + 2a4(2a1x + a7Y) + 4a1a6 = O => 

(4.29) 

în care am folosiL relaţiile (4.28) şi d =O.Distingem următoarele 
3 subcazuri: 

2.1.1 • Dacă, în plus, a¾> 4a1a6, atunci conica se reduce la două drepte 
paralele, de ecuaţii: 

2a1x + a7Y + t14 + V a~ - 4a1a6 = O 

2aix + a-u + a4 - Va¾ - 4a1a6 = 0. 

(4.30) 
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în acest caz trasarea se poate efectua folosind algoritmul general 
dezvoltat în secţiunea 8.4.6, aplicat ecuaţiei/ (x,y) = O în forma iniţială. 

2.1.2 • Dacă ai = 4a1a6, conica se reduce la două drepte confundate de 
ecuaţie comună: 

(4.31) 

Trasarea curbei se poate efectua aplicind algoritmul general 
pentru ecuaţia liniară (4.31), care arc cocficien\i întregi. 

2.1.3 • Dacă al < 4a1a6, ecuaţia/ (x,y) = O nu reprezintă o curbă reală. 

2.2 • Dacă a 3 ;ii! O, adică a3 > O, ecuaţia f (x,y) = O se poate scrie sub 
forma echivalentă: 

4a1a~ + 4azaJtY + 4a~2 + 4a3'l.ţt + 4aJO.sY + 4aJ06 = 0 ~ 

~ a~ + 4a2aJtY + 4aV + 2a1flst + 4aJO.sY + 4aJ06 = O ~ 

~ (a~ + 2a'JY)2 + 2as(a~ + 2a'JY) + 4a3'l6 = O ~ 

(4.32) 

în care am folosit relaţiile ( 4.27) şi d = O. Distingem din nou 3 
subcazuri: 

2.2.1 • Dacă, în plus, a~> 4aJ06, atunci conica se reduce la două drepte 
paralele, de ecua\ii: 

a~ + 2a3Y + as + V a~ - 4aJ06 = O 

a~ + 2aJY + as - V a~ - 4aJ06 = O • 

(4.33) 

Algoritmul general aplicat ecuaţiei f (x,y) = O în forma iniţială 
rezolvă corect problema trasării în acest caz. 

2.2.2 • Dacă a~ = 4a3'l6, conica se reduce la două drepte confundate de 
ecuaţie comună: 

a~ + 'la'JY + as = O. (4.34) 

Trasarea curbei se poate efectua aplicînd algoritmul general 
pentru ecua\ia liniară (4.34), care are coeficienţi întregi. 

2.2.3 • Dacă a~< 4a3'l6, ccuaţia/(x,y) = O nu reprezintă o curbă reală. 
2.3 • Dacă a1 = a3 = O, atunci din d = O rezultă a2 = O. Prin urmare, 

ecuaţia/ (x,y) = a.ţt + a5Y + a6 = O este de gradul întîi şi reprezintă 
o dreaptă, care poate fi trasată prin aplicarea algoritmului general. 
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8.4.8. Consideraţii de implementare 
Algoritmul de trasare a curbelor plane de gradul doi, prezentat în 

secţiunile anterioare, a fost proiectat astfel incit să permită o implementare 
ctt mai eficient! cu ajutorul microprocesoarelor actuale de uz general. 
Toate variabilele şi constantele folosite sînt întregi; în partea sa cea mai 
important! din punct de vedere al eficienţei, care este bucla principală de 
generare iterativi a punctelor (secţiunea 8.4.4), algoritmul foloseşte numai 
opera\ii de adunare, scădere şi comparaţie între numere întregi. 

Mărimea clasei de curbe care pot fi generate este determinat! de 
modul de aleg<yrc a reprezentlrilor în memorie pentru variabilele şi 
constantele utilizate de algoritm. _Pentru aplicaţiile practice curente, sînt 
suficiente şi stnt recomandate următoarele forme de reprezentare: 

• coeficienţii ai, a2, a3 se reprezintă pe 8 sau 16 biţi; 
• coeficienţii a4, as, se reprezint! pe 16 biţi; 
• coeficientul a6 se reprezintă pe 32 biţi; 
• constanta d se reprezintă pe 16 biţi; 
• constanta /:i se reprezint! pe 32 biţi; 
• variabilele de stare/, fx, fy şi variabilele temporare t, /o, /1, ... h se 

reprezintă pe 16 biţi; 
• variabila D, utilizată în calcularea punctelor de intersecţie cu 

marginile, se reprezintă pc 32 biţi. 
În general, expresiile de gradul 1 sau 2 în coeficienţi şi argumente (de 

exemplu d = a~-4a1a3, fx = 2atx+aiv+a4, fy = a:ar+2a~+as, etc.) se 
calculează pe 16 biţi, iar expresiile de gradul 3 sau 4 (de exemplu 1:i, D, 
etc.) se calculează pe 32 biţi. Variabila/, deşi corespunde unei expresii de 
gradul 3, se poate reprezenta pe 16 biţi, deoarece este întotdeauna egală 
cu valoarea funcţiei într-un punct din imediata vecinătate a curbei/ (x,y) = O. 

Pentru mărirea eficienţei în execuţie, toate constantele derivate din 
coeficienţi, folosite în bucla principală de generare (secvenţele DO, Dl, ... 
D7 din secţiunea 8.4.4), de exemplu 2a1+a2, a2+2a3, a1+a2+a3, etc., 
trebuie calculate o singură dată (pe 16 biţi) la începutul programului. Este 
necesară alocarea în memorie a unui cuvînt de 16 biţi pentru fiecare din 
aceste constante. 

Prin urmare, pentru implementarea eficientă a buclei principale de 
generare a punctelor, este suficientă aritmetica pe 16 biţi, în virgulă fixă, 
fărA înmulţiri şi împărţiri. 

La începutul trasării unui arc de curbă sînt necesare operaţii de 
înmulţire între numere întregi pentru iniţializarea variabilelor de stare 
(procedurile arc_up, arc_upJev, etc.). În plus, calcularea punctelor de 
intersecţie ale curbei cu marginile ferestrei de vizualizare implică efectuarea 
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de înmulţiri, împărţiri şi extrageri de rădăcini pătrate, care trebuie să 
furnizeze partea întreagă a rezultatului exact. Dacă procesorul utilizat nu 
dispune de instrucţiuni de înmulţire şi împărţire, este necesară dezvoltarea 
unor rutine speciale pentru efectuarea acestor operaţii; de asemenea, este 
necesară o rutină specială pentru calcularea radicalilor. Eventual, este 
posibilă utilizarea subrutinelor corespunzătoare din biblioteca aritmetică 
a unui limbaj de nivel înalt. Eficienţa acestor operaţii aritmetice nu este 
importantă pentru performanţele globale ale algoritmului, deoarece ele 
apar numai în afara buclei principale de generare incrementală a punctelor. 

8.5. Concluzii 

Concluzia generală este că trasarea incrementală a curbelor de gradul 
întîi şi doi, pe dispozitive de afişare grafică cu rastru dreptunghiular, nu 
ridică probleme de implementare deosebite în cazul programării atente a 
rezultatelor teoretice. Pentru trasarea dreptelor şi cercurilor, este 
suficientă aritmetica pe 8 sau 16 biţi, în virgulă fixă, deoarece algoritmii 
respectivi utilizează numai operaţii de adunare, scădere şi comparaţie de 
numere întregi. 

Pentru trasarea unei curbe generale de gradul doi, aritmetica în 
virgulă mobilă este bineînţeles de mare utilitate, dar nu este neapărat 
necesară. Implementări foarte eficiente sînt posibile cu ajutorul 
microprocesoarelor actuale, cu aritmetică în virgulă fixă, cu sau fără 
instrucţiuni de înmulţire şi împăr\ire. 
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